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Resumo

Desde a década de 70, ha um crescente interesse em $igsilEam computador de fe-
ndmenos fisicos visto sua diversidade de aplicacdentrB esses fendbmenos, podem ser desta-
cados a interacao entre corpos rigidos, elasticastipbs, quebraveis e também fluidos. Neste
trabalho realizamos a simulacado de um desses fendmeres;oamento de fluidos, por um
método conhecido com®moothed Particles Hydrodynamjcsena abordagem lagrangeana ba-
seada em particulas para resolucao das equacdes gatama movimento do fluido. Varias
sao as vantagens de métodos lagrangeanos usando lparichre os que usam malhas, por
exemplo, as propriedades do material transladam com dsast como funcao do tempo,
aléem da capacidade de lidar com grandes deformacdestreDes1desvantagem, destacamos
uma deficiéncia relacionada ao ganho de energia total tlorgase estabilidade das particulas.
Para lidar com isso, utilizamos uma abordagem baseada da éginservacao da energia: em
um sistema isolado a energia total se mantém constanten@@laode ser criada ou destruida.
Dessa forma, alterando o integrador temporal nos regtmivgyo aumento arbitrario de energia,
tornando a simulacao mais tolerante as condi¢Oemisic






Abstract

Since the late 70’s, there is a growing interest in physjebdsed simulations due to its in-
creasing range of application. Among these simulationgparg highlight interaction between
rigid, elastic, plastic and breakable bodies and also fluidghis work, one of these pheno-
mena, fluid flow, is simulated using a technique known as SheabParticle Hydrodynamics, a
meshless lagrangean method that solves the equationsftdvthieehavior of fluids. There are
several advantages of meshless methods over mesh-badeatds)dbr instance, the material
properties are translated along with particles as a funatfdime and the ability to handle arbi-
trary deformations. Among the disadvantages, we may lggha problem related to the gain
of energy by the system and stability issues. In order to leathds, we used an approach based
on the law of conservation of energy: in an isolated systegrtdkal energy remains constant
and cannot be created or destroyed. Based on this, we usetiragige that bounds the total
energy and the simulation becomes less sensitive to intiadlitions.
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1 Introducao

Animacao de fendmenos naturais por computador tem cil@matencao de muitos pes-
quisadores por aproximadamente trés decadas. Fen8matwoais sao vastos comecando com
a simulacao dos fotons que incidem em uma superficieslitaida e de aspecto rugoso até a
simulacao de grandes detonacdes e mesmo explosdlesurasc Podemos corretamente supor
gue os investimentos recebidos nessa area, tanto de atelextual quanto financeiro, trouxe-
ram notavel progresso a qualidade das imagens vistagsatliais. Para a felicidade de muitos
pesquisadores, NA0 SA0 raras as vezes em que somos @sgaeiagropria “natureza artificial”
que criamos. Para ilustrar esse comentario, nada maisiadeque o sitio eletronidéake or
Photo?, lugar onde somos desafiados a perceber as nuances entré ceqlie artificial.

Esta dissertacao lida com a simulacao de um fendmesicofque esta presente em toda
parte: o escoamento de fluido. Este capitulo contextualablema e apresenta as razoes de
estudo desse topico tao intrigante e instigante.

1.1 Contextualiza@o e Motivacao

Fendmenos como o vento que sopra pela copa de uma arvarsiagd que sai de uma
vela ou mesmo a agua que escoa de uma torneira sao exeradlaglds com diferentes ca-
racteristicas e comportamentos. Apesar de parecerenesignp um primeiro momento, esses
fendmenos ocultam grande complexidade e sao dificeimeduzir computacionalmente. An-
tes do advento da computacgao, os estudos e analisesidos #uam feitos de maneira teorica,
aprimorando o modelo e o conceito envolvido, ou experimeataliando o comportamento
do fluido em ambiente controlado. Com o surgimento da Diname Fluidos Computacional
(DFC) (do ingléxComputational Fluid DynamicsCFD) nasceu uma nova forma de analise do
comportamento dos fluidos por meio de simula¢des em cadput

As simulacdes de DFC podem realizadas por meio da résmldgsequa@es de Navier-

'Endereco eletrdnicdittp: //wwwautodeskconyeng/etc/ fakeor_foto
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Stokes Essas equacOes representam o modelo matematico dmerdwi do fluido. Como a
solucao analitica desse conjunto de equacgOes € aimdaroblema em aberto (elas possuem
tal solugao apenas em casos particulares), a simulagaputacional torna-se um processo
importante. Conseqiientemente, a resolugao deve serpfei meio de métodos numéricos
como Diferencas Finitas (MDF), Volumes Finitos (MVF) oweHElentos Finitos (MEF) ou outro
método de discretizacdo das equacdes de Navier<stoke

As aplicacOes dos conceitos e idéias da DFC sao nungess#raem pesquisadores de
diversas areas como engenharia mecanica, aeronauichgina, meteorologia, entre outras.
Essas aplicagOes sao vantajosas em situagoes em queetagem experimental do problema
em laboratério é dificil (ou possui custo financeiro al#w) ou para complementar resultados
tedricos e experimentais. Exemplos variam desde siraaldg fluxo sanguineo nas artérias de
um paciente até escoamento de fluidos em torno de um novbdeeviiculo automotor. Dessa
forma, & natural que essas areas requeiram bom grau dsjarelo escoamento e, Como con-
sequéncia, as simulacdes tém custo computacionalddelevando horas, dias ou até semanas
para finalizacao de um ciclo de teste.

Existem ainda outras areas em que a simulacao de escwadecituidos tem papel impor-
tante. Pesquisadores da area de computacao graficatimgrande importancia a esse topico
visto suas possiveis aplicacdes. Na indUstria deosf@speciais, esses fendbmenos sao muito
estudados devido a demanda por comportamentos e aénavincentes. Filmes como Mar
em Fari& ou O Dia Depois de AmanfA%ossuem tomadas feitas inteiramente no computador,
exigindo simulacgdes realistas e conseqientemente esfior¢co computacional. Alem dessas,
existem aplicacdes em que €& desejavel que a simukgjadao realista quanto possivel e em
tempo-real, por exemplo, ambientes de realidade virtealiftade aumentada, cirurgia virtual,
etc.) e jogos eletronicos. Nesse caso, a precisao ddsaskssipode ser sacrificada em prol do
desempenho.

A simulagao computacional de escoamento de fluidos quesaptem um comportamento
realista em tempo real € um grande desafio em computagdicagr Em geral, sao feitas
simplificac0es nas equacdes de Navier-Stokes para @anioo de desempenho computaci-
onal seja consideravel. Tais simplificacdes podem ateatiferentes formas como, por exem-
plo, restringindo o tipo de movimento que o fluido executapdezando termos viscosos das
equacoes, entre outros. Essas simplificacdes podendirir erros no processo de simulacao,
tornando-a inaceitavel do ponto de vista cientifico. &mafmto, aplicacdes para computacao
grafica nao requerem um alto grau de precisao. De fatosenggenho computacional vem

2The Perfect StororProduczo daVarnerBros http://www.warnerbros.com/
3The Day After TomorrowProducao d20th Century Foxhttp://www.fox.com/
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em primeiro lugar, de modo que a precisao & bem-vinda, @a€ o objetivo das simulagdes.
Animac0es para computacao grafica geralmente objetieplicar eventos naturais ja conhe-
cidos ao invés de simular fendmenos ainda desconheados) o escoamento de fluido em
torno de um modelo experimental de perfil de asa.

Profissionais da area de computacgao grafica, como animescdurante muito tempo fize-
ram uso de animacao procedural para criacao de fluidos)ando o efeito do fluido. Com
a gama de ferramentas disponiveis atualmente, essesjaodis conseguem o mesmo efeito
(ou melhor) de maneira mais simples. Este projeto de mestead como objetivo @studo
e implementa®o de um simulador interativo de escoamento de fluidos baseadpariculas
que pode ser aplicado em simulacdes e treinamentosjadaliaumentada, jogos eletronicos,
enfim, qualquer area em que o ambiente necessite de fluidagqromportem de maneira rea-
lista. Esse simulador & baseado em uma técnica que ydiziwulas para simulacao de fluidos
conhecida com&moothed Particles Hydrodynami{&PH). De forma geral, o desenvolvimento
de um ambiente que permite a simulacao de escoamentodiesfippde ser dividido ensimu-
lador, porcao que lida com a resolucao do probleregresentago da supeitie, por¢cao que
lida com a apresentacao dos resultados ao usuario.

Os pontos de destaque dessa dissertacao sao:

e Desenvolvimento de um integrador temporal que restringarthg de energia para esse
cerario baseado em paictulas, aumentando a estabilidade détodo Durante o de-
senvolvimento do simulador, o método SPH se mostrou unmranfenta sensivel aos
parametros iniciais. Uma simulacao de escoamento dio#yode facilmente tornar-se
uma explosao gasosa devido ao ganho de energia cinétm@rcial do fluido. Assim,
baseado na lei de conservacao da energia, adaptamos lugaosque restringe o ga-
nho de energia para esse cenario baseado em particulas. r€sultado, obtivemos um
ganho na estabilidade do método (Secao 3.4);

e Utilizacdo do nétodo da partiéo da unidade multitvel robusta para geraio de quadros
para anima@o. Como o SPH & um método baseado em particulas, a supedifluido
deve ser extraida a partir de uma nuvem de pontos. A repeggentla superficie baseada
em nuvem de pontos &€ uma area que chama a atencao dospdeges. Nesse trabalho,
utilizamos o método da particdo da unidade multinimgblicita robusta, uma técnica
poderosa para geracao de superficies implicitas & pi@rthuvem de pontos. Apesar
dos resultados apresentarem fraca coeréncia entre guadsa técnica ainda pode ser
explorada para fornecer melhores resultados para aaon(&g¢ao 2.7);

e Implementago de uma interface entre @digo desenvolvido para simukag de esco-
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amento de fluido e o software livre Blender.3Rara tornar facil e rapido processo de
criagcao de um escoamento de fluido, foi desenvolvida uteafate para interacao entre
o codigo desenvolvido em linguagem C 8lender 3¥Sec¢ao 4.5).

1.2 Organiza@o do texto

Esse texto € dividido em quatro capitulos. O primeiro €ont introducao e motivacao
desse projeto. O segundo traz os conceitos fundamentai® partendimento da DFC: o que é
uma simulacao e os diferentes tipos de discretizagdeshinio usado na simula¢ao, conceitos
basicos de dinamica de fluidos, conceitos basicos dalzsgao de pontos no espago, além
de uma revisao de importantes trabalhos na area de sioutBcescoamento de fluidos para
computacao grafica. O terceiro capitulo disserta sobmnceitos de estabilidade, consisténcia
e convergéncia aléem de apresentar uma técnica baseadasevacao da energia adaptada ao
métodoSmoothed Particles Hydrodynamic®© quarto mostra a implementacao do projeto,
incluindo os resultados obtidos e as limitagdes encdatra O (ltimo capitulo apresenta a
conclusao e possiveis trabalhos futuros.
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2 Fundamentos

Nesse capitulo, serao dados os primeiros passos paraeemfo dos elementos envol-
vidos no escoamento, além de sua visualiza¢do. Primeirte, sdo mostradas as convengdes
adotadas no restante do trabalho (Secao 2.1). Logo apgéga uma explicacao a respeito das
simulacdes numeéricas (Sec¢ao 2.2) e as discretizdg@ominio envolvido na simulacao (Secao
2.3) e uma breve introducao a Dinamica de Fluidos Coagohal (Se¢ao 2.4). Em seguida,
sao apresentados os trabalhos relacionados a est® (&&assim como uma descrigcao deta-
Ihada do método SPH (Secao 2.5.2), foco dessa monog@tfapitulo & finalizado com uma
breve discussao a respeito da representacao commabdmfluido (Secao 2.7).

2.1 Conveng@es do texto

Nesse texto, letras minUsculas em negrito, come 580 usadas para diferenciar um vetor
de um escalar, denotado porUm ponto acima de uma letra, como &ndenota diferenciabi-
lidade. A notacadlg denota o gradiente de uma fung@e- @(X,y,z). No espaco euclidiano &

definido como:
_ (99 99 99\’
~\ox’ay’ 9z
0-w, denota o divergente de um campo vetowat (WX,Wy,WZ)T. No espaco euclidiano &

definido como:
oWy 0wy 0w,

ox oy 0z

O%¢, denota o laplaciano de uma fung@oNo espaco euclidiano & definido como:

O-w=

2%¢ +02<p 2%¢
ox2  9y? 97

BROE
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( Fendmeno fisico H Modelo matem'atiC(D—bGiscretizagéo do domi%
(Simula@éo num'ericatic Implementacéo F(Algoritmos num’ericcai—

Figura 2.1: Sequéncia de passos necessaria para@riizuma solucao numeérica para um
fendmeno fisico. Figura adaptada de [30].

H f, denota a hessiana de uma fun¢@mr,y, z). No plano cartesiano é definida como:

9%f  9%f  9%f
9x2  Oxdy Oxoz
0%f  9%f  9%f
dyox d_f dayoz |’
9%f  9%f  9%f
9z0x 020y 02

Hf =

e tambénH fu, u= (uy, Uy, u,)" :

9%f  9%f  9%f

@ 0xzdy 0)(262 Ux
_ 0<f 0-f 0-f
Hfu= dyox 0_3/2 dyoz Uy
9%f  9%f 9%
Uz

020x 020y 972

A mudanca da fonte denota um trecho de codigo ou pseudpr;Gmo em:
var = (exp) 7 a : b;

var = var & OxFF88AAQ00;

2.2 Simula@es nunericas

Nas simulag¢des numéricas, um fendmeno continuoceadisado em formas matematicas,
recriando uma situacao real em um ambiente virtual. Conescanento do poder computaci-
onal, & possivel ter uma representacao mais fiel do caampento dos fendmenos em menor
tempo. Consequentemente, os resultados tedricos mevissultados experimentais observa-
dos e numéricos podem ser confrontados e avaliados. Nes&ei@ a simulagdo numérica
atua como uma ponte entre teoria e experimento, levandoteorneetie ambos, aléem da propria

simulagao.
A Figura 2.1 mostra 0s passos necessarios para corstdacdimulacdo numeérica de
um fendmeno natural. Inicialmente ui@dmeno iisico &€ observado e simplificado. Em se-

guida, & extraido unmodelo mate#itico, chamado de equacdes governantes, que descreve
esse fenomeno. Em geral, na natureza, essas equagdescsdas na forma de um con-
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junto Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs) ou Eg§eadiferenciais Parciais (EDPs). O
proximo passo é discretizag@o do dorimio oudiscretizago espacial Para encontrar a solu¢ao
das equacdes governantes & necessario dividir setngiod® atuacao em partes discretas. Da
mesma forma, esse processo de discretizacao estendeasaspequacoes, ja que sao dadas
na forma continua. Em geral a discretizacao € feita dsaralhasou gradesde pontos (veja
Figura 2.2 para discretizagao unidimensional do &xdSao nessas malhas de pontos que as
variaveis de campos do problema (velocidade, presség,fentre outras) sao calculadas.

O prbximo passo € a construcao @goritmos nurédricos Para modelar esses algoritmos,
€ necessaria a discretizacao das equacdes govesn(&mnO, EDP, etc.) além da configuracao
das condicoes iniciais (Cl) e/ou condi¢cdes de cont¢@®) do problema. Essas informacbes
resultam em um conjunto de equacoes que sao resolviltessgdgoritmos numeéricos existentes
na literatura [5]. Aimplementago € a etapa de codificacao dos algoritmos numéricos para a
simulagcao numérica. Nessa etapa deve ser levada emapreaisao computacional (erros por
arredondamento da maquina), velocidade de processanuapacidade de armazenamento,
paralelismo, entre outras variaveis. Com todas essaastapcluidas, a simulagcao numérica
de um fendmeno natural é realizada e estudos aprofungadesn ser feitos, criando diversos
cenarios de simulagao e obtendo os resultados.

Essa abordagem para criacao de uma solugao numéreapaquacdes governantes pode
parecer desnecessaria ja que é feita apenas para ololecacsdas equagdes governantes. A
dificuldade & que, exceto em algumas situacdes pantesjlaquacdes governantes na forma
de EDP nao possuem solugao analitica. Por isso & predar uma aproximagao da solucao
utilizando a simulagcao numérica. A Figura 2.2 mostrasultado de uma simula¢éo nos pontos
discretos.

2.3 Discretiza@o espacial

O proximo passo apos a definicdo do modelo matematiaadiscretizacao espacial do
dominio de simula¢do. O dominio do problema pode sesreliio como o ambiente onde a
simulacao ocorre. Por exemplo, um problema classicoieémuca dos fluidos & shear driven
cavity. Ele consiste em uma caixa cujo interior esta repleto penap um tipo de fluido. A
tampa superior dessa caixa movimenta-se na horizontal ebmsigtade constante e assim o
fluido em seu interior comeca a se mexer. Nesse exemplo, ndodo problema & a caixa
onde o fluido esta contido. Outro problema classicotalm de choqueonde dois fluidos
distintos estao separados no interior de um tubo por umaytel Quando essa pelicula é
retirada esses fluidos entram em choque. Nesse caso, o tuth@rginio do problema. Ambos
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Solugdes discretas
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Figura 2.2: Aproximacao discreta de uma fungao juntaeom suas condi¢des de contorno.
O eixox é discretizado em uma malha de pontos unidimensional dagsalef sao calculados
apenas nesses pontos. Figura adaptada de [30].

Figura 2.3: Uma malha estruturada (esquerda) e uma matirastéuturada (direita). Figura
extraida de [54].

os dominios apresentados anteriormente podem ser diad@tpor exemplo, criando-se uma
malha de pontos no seu interior. Nesta secao serao apadas duas maneiras de realizar a
discretizacao do dominio de acordo com o tipo de equgo&ernante que rege o fendmeno de

interesse.

2.3.1 Metodos baseados em malhas

Existem basicamente duas abordagens para descricaajdagdes governantes de fe-
nomenos fisicos [30]: a abordagem Euleriana e Lagrarge#ds equacdes de movimento
resultantes das abordagens sao diferentes ja que mtil@anas distintas para descrever o0 mo-
vimento de um corpo. A abordagem Euleriana descreve o movaresn relacao ao espaco
ao redor do material, ja a abordagem Lagrangeana descraggimento por meio do proprio
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Figura 2.4: Os triangulos da malha que compdem o dom@avem junto com as particulas
numa simulacao elastica esquerda estao as duas imagens antes da deformacaoe#ta di
apos a deformacgao. A malha da imagem acima foi gerada adgodtmolmesh[8].

material que se move.

Métodos baseados em malhas (ou grades) sao estudades aleétada de 50. Eles
baseiam-se na discretizacao de um dominio de interessetkilas (primitivas geométricas
como triangulos, quadrilateros e outros no caso bidioeas ou tetraedros, prismas e ou-
tros no caso tridimensional). Essas discretizacoesn@ionéncia no método de resolucao das
equacoes governantes. Dependendo do tipo de equagdoviteento que é resolvida, o espaco
(equacao Euleriana) ou o material (equacao Lagramjetave ser discretizado.

As malhas podem ser de dois tipos [54]: malhas estruturadag@-estruturadas. As ma-
Ihas estruturadas nao precisam manter explicitamentegelagio de ordem entre suas células.
Assim, dada uma célula, todas as células vizinhas sadoecadas e podem ser acessadas fa-
cilmente utilizando uma simples funcao. Uma grade cem@sé uma malha estruturada onde
as células sao alinhadas com os eixos cartesianos (R2gbra Toda malha estruturada tem
a mesma topologia de uma grade cartesiana. Malhas namuesattas precisam manter uma
relacao explicita de ordem entre suas células, de maagae nao € possivel a partir de uma
célula qualquer, conhecer quaisquer de seus vizinhos semnestrutura de dados auxiliar.
Nesse caso essa estrutura & obrigada a armazenar paraéhddaseus vizinhos utilizando,
por exemplo, uma lista encadeada. Ambos os tipos de madbakistrados na Figura 2.3.
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Discretizacao Lagrangeana

Nesse método, objetoem questao é discretizado em uma malha. Nesse caso, aidomi
em questao se move inteiramente com o material onde ocemeudacao. A Figura 2.4 ilustra

0 movimento de uma malha lagrangeana.

O uso de malhas lagrangeana apresenta algumas vantaggens [30

1. A malha se move com o dominio em questao. Dessa fornmagxiatem termos con-
vectivos (Secao 2.4.1) relacionados as equacdeeddris e, portanto o codigo-fonte &
conceitualmente mais simples e mais rapido. Nesse tipoadedn, nao & necessario um
esforco extra para codificacao desses termos convedigm de um ganho computacio-
nal;

2. Em métodos lagrangeanos, a configuracao da malha g@aaaescoamento;

3. Malhas de pontos sao necessarias apenas no matereaboade a simulacdo. Nao &

necessaria informagao além do dominio do problema.

Uma desvantagem no uso de malhas lagrangeanas é a dife@datidar com casos de
grandes deformacgdes no dominio. Essas distor¢cdemnpaedmprometer o resultado final da
simulacao e mesmo interromper a execucao natural tlsds Uma possivel solucao é realizar
umaremalhagemprocesso que consiste em transformar uma malha em outrseguenais
adequada para o problema [56], no dominio em regides s@tas. Contudo o0 processo pode
ser computacionalmente caro, inviabilizando seu uso erceadles interativas.

Discretizaggo Euleriana

Contrariamente as malhas lagrangeana, nesse métddainio espacialde simulacao
é discretizado, mantendo-se fixo. Nessas simula¢cdebjetooem questdo se mogebrea
grade fazendo que cada uma de suas células seja preenetadardo com os resultados das
simulacoes. O Método das Diferencas Finitas (MDR esitre 0os muitos métodos que utilizam
esse tipo de grade. A Figura 2.5 ilustra uma malha euleriana.

Uma vantagem de malhas eulerianas € que ela suporta grdefdesacdes do objeto da
simulacao. Os pontos da grade permanecem fixos durant@ioerdo do objeto e assim nao
gera problemas numeéricos devido as grandes deforrmageo ocorre nas malhas lagrange-
anas. Essa & uma das razdes que fazem com que os métceteenes| sejam preferidos em
simulacgdes de fluidos. Contudo, ha algumas desvantagendevem ser mencionadas.
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Figura 2.5: Usando uma malha estruturada & possivelsepia o dominio inteiro onde ocorre
a simulagao.

1. E dificil trabalhar com simulacdes que envolvam georastcomplexas. Em geral, €
preciso fazer um mapeamento para uma grade regular quasmtmatrado esse tipo de
situacao, o que pode tornar o processo custoso do ponistdecemputacional;

2. Métodos eulerianos precisam de uma grade de pontos yokv&ioda a regiao possivel
gue o objeto possa estar presente. Simulacdes com mams§o requerem uma grade
mais fina e, portanto computacionalmente mais cara;

3. A posicao da superficie livre, interface entre doiglfds distintos, & dificil de ser calcu-
lado;

Existem ainda combinacOes de formulacdes euleriaregehgeana para resolucao de
equacOes governantes, chamadas de métodos Alltiirary Lagrangian-Eulerian [22]. Um
exemplo comum dessa abordagem & quando uma malha se mowaevalomdade diferente do
fluido em que esta imersa para o melhoramento da malhaaditliz

2.3.2 Metodos baseados em patulas

Os métodos lagrangeanos baseados em particulas (owspaanhecidos combleshfree
Methods(MM), sao uma alternativa para discretizacao das dipmgovernantes. Eles tentam
superar os problemas oriundos do uso de formulacdes dmsean malha, tornando-se uma

alternativa atraente na simulacao de diversos tiposrdarienos. Algumas vantagens dos MM
sao [29]:

e Grandes deformdies Eles conseguem lidar com grandes deformacdes ja queegtto
vidade entre os pontos envolvidos faz parte da compu@dgaesultado da simulagao;
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e Facil representago. A estrutura de dados para representacao do conjuntortieybas
pode ser uma simples lista;

e Mudancas topdigicas Os métodos sao projetados para se adaptarem as madanca
pologicas de um corpo continuo, inclusive fratura, egp&s, deformacoes, etc.;

¢ Refinamento adaptativ&les conseguem lidar de maneira robusta com refinamerype ada
tativo para controle da precisao computacional dos rdodt. Isso porque & possivel
inserir facilmente pontos onde o refinamento &€ necess&im nenhum problema com
informacdes topologicas;

e Representafp de objetosMétodos baseados em pontos podem representar objetos geo

métricos com boa precisao.

Dentre as desvantagens dos métodos baseados em partiesdacam-se [16]:

e Calculo da vizinhancaAs grandes deformacdes suportadas por esses métehosor
0 custo extra de calcular, a cada iteracao, a vizinhaaggarticulas por meio de estrutura
de dados adequadas;

e Consiséncia Apesar dos resultados numéricos apontarem que métodes de malha
podem convergir mais rapidamente para a mesma ordem dest&mtsa, a teoria para
métodos de alta ordem de consisténcia deixa a desejar;

e Estadoinicial das paitulas O posicionamento inicial das particulas tem forte infliia
no resultado numeérico, dessa forma, uma tarefa naoltpaisa a ser a sua configuracao
inicial,

e Esfor¢co computacionalO esfor¢co computacional dos métodos livre de malha perde,
alguns casos, ser maior do que os baseados em malhas. Isgo vémmero de vizinhos
necessarios para se obter uma solucao suficientematiegpem métodos baseados em
particulas.

As vantagens e desvantagens acima citadas sao relati@sgeio numérico para aplicacdes
cientificas ou voltadas para engenharia. Do ponto de véstaohputacao grafica, algumas des-
sas tém menor peso ou sao negligenciaveis, cedendcduggiras variaveis, como estabilidade

numerica.
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Smoothed Particles Hydrodynamics

O métodaSmoothed Particles Hydrodynami&PH) foi desenvolvido por Lucy [34] e Gin-
gold e Monaghan [19] simultaneamente para problemas &stas$. A técnica baseia-se no
conceito de aproximacao local de uma funcao em tornapanto por meio de uma integral.
No SPH a discretizacao do dominio € feita por meio dé@ads e as propriedades relevantes
como pressao, velocidade, etc., sao calculadas nestizsi jae.

Outros métodos

Existem diversos tipos de MM baseados em particulas tarsddolecular Dynamics
Monte Carlo,Particle-In-Cell MPS, entre outros. Esses métodos compartilham as mesmas
vantagens do MM com diferencas na discretiza¢ao do wioneiformulacao do método, sendo
qgue alguns assumem inclusive formulagdes lagrangealeaama. Fires e Matties [16] fazem
uma revisao detalhada sobre os diversos tipos de MM. Desti&V baseados em particulas, o
SPH tem se destacado na simulagao de escoamento de flemtlusssnplamente estudado e de-
senvolvido pela comunidade cientifica. Alem disso, o SBHinite a realizacao das simulacdes
em tempo linear, o que é altamente desejavel para apésam tempo-real [39].

Representa@o das parficulas

Em MM, nao ha necessidade de armazenar as informac@esdetividade. As simulacdes
requerem somente uma distribuicao inicial de pontos. @wisto anteriormente, a distribui¢cao
de pontos nao &€ uma tarefa trivial dependendo do problemguestao. No entanto, para
computacao grafica, a questao do posicionamento iigicreenos severa e por isso, nesse texto,
vamos adotar uma postura simplificada em relacdo a issdmAla diversas maneiras de gerar
uma distribuicao inicial no dominio, por exemplo, a pade uma malha que o representa e
escolhendo como particulas os centroides dos elememagpdem a malfiaOutra maneira
€ a geracao aleatoria de particulas no dominio ou jgaw e criacao de uma fonte de particulas.
A Figura 2.6 ilustra esses exemplos.

LConstruir uma malha para o dominio em quest&o para gerawistribuicZo inicial de particulas advém do
fato que atualmente existem geradores de malha 2D e 3D. @mnt&o & necessario a geracao de uma malha.
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Figura 2.6: Diferentes métodos podem ser usados paradgedsc particulas. A imagem a
esquerda ilustra a geracao de particulas a partir de uatfzamcolocando cada particula no
centroide dos triangulos. A imagem a direita ilustra@gao de particulas de maneira aleatoria
em torno de uma fonte, o circulo central.

2.4 Dinamica dos Fluidos

A Dinamica dos Fluidos Computacional (DFC) surgiu ha aigs décadas para comple-
mentar o estudo teorico e experimental de dinamica deoBuibesde o seu surgimento houve
intenso investimento em métodos baseados em malhas pahag&o das equacdes governantes
das simulacdes de fluidos, as equacdes de Navier-Stokes

A dificuldade da simulagao de escoamento de fluidos adeenatlireza complexa do com-
portamento do fluido que é resultado da interacao ergrey fendbmenos como conveccgao,

difusao, tensao superficial e turbuléncia.

O comportamento do escoamento do fluido pode classificadoaterdaneiras [9]:

e Estaciorario ou laminar. o fluido escoa como laminas, sem variagdes bruscas ne com
portamento. Dentre as simulacOes de fluidos, esse € déigscoamento mais simples

de ser simulado;

e Turbulento nesse regime o comportamento do fluido & imprevisivalepdo assumir
qualquer forma ou dire¢ao. Esse & o tipo de escoamenwodifieil de ser simulado;

Existe ainda uma fase de transicao entre o escoamentodambp turbulento. Esse esco-
amento & denominadoeansicional Ele pode ser observado com frequéncia no cotidiano, por
exemplo, em uma chama de cigarro, como ilustrado na Figidra 2.
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Turbulento

Transicional

Laminar

Figura 2.7: Diferentes tipos de escoamento. A fumaca queoseaigarro inicialmente possui
um escoamento laminar. Logo em seguida, passa por um@&stéddgransicao até se tornar
turbulento. Figura adaptada do endereco http://booguariaona.edu/jill/.

2.4.1 Equa@es de Navier-Stokes

As equacdes de Navier-Stokes formam o conjunto de egsaglie modelam o compor-
tamento do fluido. As equacdes foram descobertas indepésdente por Claude Navier e
George Stokes na primeira metade do século XIX e sao cenaglds o melhor modelo ma-
tematico que descreve o movimento do fluido.

Ha diferentes formas de representacao das equagdesdtndo do que & assumido. Abaixo
€ mostrada uma versao compacta das equacdes para fieidtmmianos e compressiveis:

ap
- — 0. 2.1
ot pO-v (2.1)
% = —(v-Ov+ VDZV—%Dp—l—f (2.2)
pg—f = —(v-O)e—pO-v+
OV OVy
ngx0 +I15xy dy + HUExz—=— 9z +
ovy ovy
ueyxd +ueyy 3y + UEyz—= EE +
vy ov ov
ngxd ‘ngzy d;+uezz dzz (2.3)
ondeg,g, a0, 3 € {X,y,z} advem da hipotese de Stokes:
0V/3 ovg 2
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A Equacao 2.1 é chamadguago da continuidadeu conservago da massa impode que,
na auséncia de fontes de massa ou sorvedouros, toda massatiguno sistema deve sair ou
acumular. Nessa equac@eé a velocidade.

A Equacao 2.2 € chamada eguago da quantidade de movimerdgaequago de balanco
do momentpresultado direto da segunda lei de Newton. Ela mostra aig&oltemporal da
velocidade de uma particula de fluido. Nessa equdg@&presenta o tempwg,a velocidade de
um elemento de fluido; representa a viscosidade cinematica do fluido dada p@r%, Ueéa
viscosidade do fluidgy & a densidade do fluidp,é a pressao exercidd eepresenta as forcas
externas atuantes.

O termo—(v- U)v & chamado termo convectivo e representa o deslocamenébaiosntos
de fluido com velocidade. O segundo terme?v & chamado de termo viscoso e representa a
perda de energia devido a interacao entre as particOlasrmollp, chamado termo difusivo,
tende a espalhar as particulas de fluidos. O Gltimo terpresenta a¢ao de forcas externas.

A Equacao 2.3 & a equacao clenservago da energieondee € a energia interna de um
elemento de fluido. Como sera visto mais adiante (Cap8ulem um sistema isolado deve
haver conservacao da energia e essa equacao forrdeparaentas para o calculo da energia
interna envolvida em uma simulacao de fluidos (Secap Brha deducao detalhada a respeito
das equacdes pode ser encontrada em [9].

2.5 Trabalhos Relacionados

Existe na literatura um grande numero de trabalhos deoscagimulacao de escoamento
de fluidos utilizando abordagens eulerianas, lagrangeamasistas. Esta secao apresenta
alguns dos trabalhos classicos em computagao grafieaseailéncia trabalhos utilizando o
método SPH para simulagao do escoamento de fluido e datrdsenos.

2.5.1 Computa@o Gréfica

Um dos trabalhos classicos na area de fluidos para condmutgéfica € o de Kass et.
al. [24]. Os autores introduziram para comunidade cieatifim método rapido e estavel
para animacao de agua baseado na solucao das eguE@guas rasas, simplificacdes das
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Figura 2.8: Geracao de imagens usando simulacdes garya [55]. A esquerda uma baforada
de um dragao e a direita uma nebulosa.

equac0Oes de Navier-Stokes. O método proposto lineasieguacdes de aguas rasas tornando-
as equacdes da onda. Na abordagem proposta, a supedilétpiido € representada por uma
funcao altura e a velocidade do fluido & uniforme nas asude liquido verticais. Kass utiliza
uma abordagem Euleriana para resolucao das equac@egidse rasas. Um malha cartesiana
€ gerada e as simula¢cbes do escoamento sao realizasts malha. Esse processo implica
na solugao de um sistema linear tridiagonal facilimenselu@vel em tempo linear [48]. A
integracao temporal é feita pelo método de Euler ipitalia fim de obter uma simulagao nume-
ricamente estavel. Kass, no entanto, devido as liméagias equacdes de onda, se concentra
na simulacao de escoamentos nao turbulentos e assimdiiado um fendmeno interessante
do comportamento do fluido.

No inicio da década de 90, Sims [55] desenvolveu um sistdnparticulas usado para
modelagem e animacgao de quedas d’agua, além de foge, fogwos de artificio, grama, entre
outros. Ele utilizou a segunda Lei de Newtba; ma, para movimentacao das particulas, onde a
forcaf aplicada poderia ser de varios tipos, dependendo do coampento desejado (centripeta,
espiral, constante, etc.). Rardwareusado por Sims para a simulacao era composto por um
computador altamente paralelo para acelerar o processuedgdacao numérica. Alem disso,
foi usado um mecanismo de processadores virtuais para tammemimero de processadores
disponiveis. Dessa forma, cada processador represeragarticula e efetua as operacoes
relevantes sobre ela, aumentando o desempenho da samulaEigura 2.8 ilustra os resultados
alcancados. Contudo, Sims nao utiliza as equagoesvemMitokes para simulagao dos fluidos.
Isso restringe severamente os tipos de fendbmenos que pmxtamer ja que & preciso acertar

previamente os tipos de forcas envolvidas.

O’Brien e Hodgins [44] estendem a técnica apresentada ass R4] propondo um método
para animacao de fluidos submetidos a acao de for¢amas, como por exemplo, uma pedra
gue atinge um lago ou objetos que flutuam na superficie da. &y Brien e Hodgins incluiram
nas equacgdes de Kass um termo para interacao com figgamo & acao de outros corpos. Sao
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simuladas as ondas resultantes bem como o espirro de agsedogpor uma forca agindo na
superficie livre. Para isso, foi utilizado um sistema deipalas para simulacao do borrifo
d’agua aléem da malha de pontos utilizada para simuldgdmndas causadas por impacto com
objetos. As particulas sao criadas quando a velocidadiealede uma porcao da superficie
excede um determinado limite, caracterizando o espilgui. Apesar de estender o método
apresentado por Kass, ainda possui algumas de suas bestggor exemplo, a impossibilidade
de simulagao de quebra de onda.

O trabalho de Stam [57] pode ser considerado um divisor dasago ambito da compu-
tacao grafica. O autor foca na simulagao de fendmeowsgases. Stam mostra uma maneira
inovadora para simular fluidos usando a equacao de N&wides em trés dimensdes de ma-
neira estavel e utilizando uma abordagem semi-lagramgdale utiliza uma grade de pontos
cartesiana para o calculo da velocidade e pressao em oatlaara resolucao das equacoes
de Navier-Stokes. Stam utiliza uma variagdo de uma ¢acpéara resolucao de equacdes di-
ferenciais parciais, chamadeétodo das caractésticas para resolver o termo nao-linear de
maneira estavel. Stam adiciona cada termo da equacaavderfstokes, finalizando com uma
projecao em um espaco livre de divergente. O métoddteedge € incondicionalmente estavel,
uma qualidade fortemente desejavel do ponto de vista dpuagio grafica. A Figura 2.9
mostra alguns resultados da simulacao de fumaca. Edsaho deu um passo importante em
direcao a simulacao interativa de fluidos.

s
>

Figura 2.9: Simulagcao de escoamento de fluidos usandmec¢ééde fluidos estaveis [57].

Mais tarde, outro trabalho de Stam [58] mostra como sim@adinenos de fluidos uti-
lizando a equacgao da variacao da densidade para jogwéretos de maneira incondicional-
mente estavel. Como no trabalho anterior, ele utiliza unathande pontos cartesiana para
resolucao das equacdes da densidade. Essa equacaséguinte forma:

op _
ot
A forma dessa equacao € muito semelhante a equacaawderNstokes (Equacao 2.2) e os

1
(v-O)p+ud%p — EDp—i—s.

parametros sao 0s mesmo apresentados na Secao 2&luiretermo-fonte. Uma das vantagens
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Figura 2.10:Agua caindo em um copo utilizando a técnica apresentad@@jn |

imediatas de se utilizar essa equacao & que nao possuio hao-linear existente nas equacoes
de Navier-Stokes, tornando-a mais simples.

Para geracao de imagens, Stam visualiza a densidade @&odovcampo de velocidade.

A visualizacao do campo de velocidade €& interessantadguabjetos sao movidos por esse
campo, por exemplo, na simulacao de particulas de fam@gntudo, nesse caso, o desempenho
da aplicacao seria comprometido devido ao grande nUdesparticulas necessarias para tornar
a simulacao visualmente atrativa. No caso da visud@izata densidade, Stam utilizou uma
malha cartesiana de pontos e em cada célula atribuiu umdeldensidade. A atribuicao da
tonalidade de cada célula passa a ser proporcional a deestthquela célula, um processo
simples e com bons resultados. Stam ainda apresenta redsa@drum tutorial para resolucao
das equacdes acima resultando em um programa com pousaea00 linhas de codigo em
linguagem C que realiza em tempo real simulacao de fenose@e gases de maneira estavel.

Outro trabalho que merece destaque & o de Foster e FedKjwirjilé os autores se ba-
seiam na técnica de Stam [57] para criar um método reglistasimulacao de fluidos viscosos,
variando de agua até lama. Os autores utilizam uma coglmnde particulas e uma funcao
level-setpara rastrear a evolucao do volume/superficie do fllodde a evolucao temporal das
particulas & dada de forma lagrangeana enquanto adlega-setevolui de forma euleriana.
Para obter a vantagem de ambos as técnicas elas sao cdathdeforma a preservar regioes
de grande curvatura, locais ricos em detalhes onde ocomenifiols d’agua owsplashese sua-
vizar as de baixa curvatura, superficie plana do fluido.e3gltados obtidos pelos autores sao
de fato impressionantes (o filnghrek utiliza essa técnica para a cena do banho de lama), com
grande nivel de realismo por meio dos detalhes. Uma dasudegyens da técnica & o grande
consumo de memoria principal e processamento da CPU pagé &ions niveis de detalhe do
fluido. Na mesma linha

Em 2003, Muller, Charypar e Gross [39] introduzem para awuodade de computagcao

2Endereco eletrdnicdittp: //wwwshrekcomny
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grafica uma abordagem baseada em particulas, o SPH(3&¢2), para a simulacao de esco-
amento de fluidos, como a agua, para aplicacdes intasat®s autores resolvem cada termo
da equacao de Navier-Stokes de maneira independentirmpndo as propriedades de cada
particula, como pressao, velocidade, etc., por meio nigdies nlcleo suavesriooth kernels
Diferente do trabalho de Stam [57], 0 método desenvolvatoMiller et. al. nao & incondi-
cionalmente estavel. O processo de visualizacao cameawna etapa para identificacdo das
particulas que estao na superficie do fluido e entacaggerde uma malha utilizando o método
de marching cubes O resultado sao animacdes convincentes de 2200 padiexecutadas
a uma taxa que varia de 4 a 25 quadros por segundos dependenecnita utilizada para
visualizacao do fluido (Figura 2.10). Uma dificuldade paf&todos baseados em particulas &€ a
geracao de uma malha de pontos em volta do conjunto depdatmaneira eficiente. Solucdes
para o problema de geracao de uma superficie a partir deonjanto de pontos geralmente
possui alto custo computacional, 0 que pode comprometesentgenho da aplicacao.

O recente trabalho de Irving et. al. [23] mostra uma saygd@ra o problema de simulacao
de grandes volumes de agua de maneira eficiente. Técradasanais que utilizam grades car-
tesianas uniformes produzem bons resultados na sinutkc@scoamento de fluidos, contudo
um alto preco computacional & pago se o volume de aguaté grande. Isso ocorre devido ao
refinamento uniforme da grade cartesiana. Ha ainda algétsiwos que procuram criar grades
nao uniformes, de maneira que o numero de células dirmaunedida em que se afasta da
superficie do fluido utilizando uma estrutura de dados cootee Contudo, as células que
representam o fundo do contéiner passam a ser grandesamtppfazem com que a superficie
nao tenha nenhuma informacao a respeito dos eventoscguem no fundo, comprometendo
a simulacao. Para solucionar esse problema, ao invésfidarra grade cartesiana, Irving et.
al. detalha apenas as regides proximas a superficieido # nas profundezas do local onde o
fluido se encontra. Outras regides sao representadaloteicmais largas, o que reduz con-
sideravelmente o custo da simulacao. A Figura 2.11 ma$grans resultados da simulagcao de
grandes volumes de agua. Nesse trabalho, o enfoque ndap&final das imagens resulta em
um alto custo computacional, o que torna a simulaca@imlipara aplicacdes interativas.

Yuksel, House e Keyser [61] desenvolveram um novo métodanidicionalmente estavel
para simular, em tempo-real, ondas em oceanos e em pis@saadop em funcao altura. O
método proposto introduz o conceito jpl@rticulas de ondajue transportam a altura do fluido.
As particulas se movem sobre um plano bidimensional (pt@nariando a altura da onda (eixo
z) de acordo com as suas posi¢oes. Para uma simulac@&iae ondas, os autores utilizam
uma funcao de colagenblending para criacdo de frentes de ondas. Além disso, o trabalho
conta com a simulacao de expansao e contracao de dédada@interacao com outros objetos.
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Figura 2.11: Simulacao de grandes volumes de agua [23].

Como uma desvantagem, a técnica é capaz de lidar apendkimioa que se comportam como
uma funcao altura, ou seja, quebra de ondas, borrifoguae @outros fendmenos interessantes
estao fora do escopo.

Além dos trabalhos apresentados, existem muitos outr@$apam em tanto em técnicas
para reducao do consumo de poder computacional [62, 3&#}tquho aperfeicoamento dos
resultados visuais [13, 50]. Ha também outras técnieaBstretizacao das equacdes de Navier-
Stokes para animacao de fluidos. A proxima secao ami@séguns dos trabalhos que utilizam
0 método SPH para simulacao de escoamento de fluidos.

2.5.2 Smoothed Particles Hydrodynamics

Na computacao grafica, o trabalho de Desbrun e Gascuginttdduziu o método SPH
para comunidade de computacao grafica para animac&@orges deformaveis. Anos mais
tarde, Muller, Charypar e Gross [39] pela primeira vez Iresua as equacdes de Navier-Stokes
utilizando o método SPH. Desde ent&o, varios trabalbofibuiram para o avango da técnica
como [43] onde o método & usado para modelar a interagfie diferentes fluidos. Paiva
et. al. [46] fazem a simulagao de objetos com comportamglaistico e que mudam de fase,
do solido para o fluido. A idéia & modelar os objetos comalfisindo-newtonianos onde a
transicao de estado desses fluidos ocorre de alta para \acosidade. A equacao do calor
e usada para difundir o calor pela superficie do objétanedida que a temperatura varia, a
viscosidade do fluido & alterada por um parametro denafoijuanp numberum parametro
reologico que combina um conjunto de outros parametroobjeto muda de fase. Adams
et. al. [1] desenvolveram uma técnica adaptativa paratodoéSPH, onde regides podem ser
refinadas ou compactadas de acordo com o0 nimero de pastivetessarias para representar
detalhes do fluido. Para isso, os autores utilizam crgégmométricos: regides onde nao ha
obstaculos complexos ou no fundo de um contéiner possweirap particulas ao passo que
outras regides sao bem amostradas para preservar a forfedd.
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O trabalho de Cleary et. al. [7] utiliza 0 método SPH parausatio realista de liquidos
gasosos e que formam espumas. Os autores modelam a fordealgalhas no interior do fluido
considerando que cada particula carrega como propriestagguantidade de gas dissolvida. A
medida que essas particulas interagem a quantidade deuyado pode ultrapassar um limiar
formando uma bolha. O resultado & uma bela seqiiéncia ageims do enchimento de uma
caneca de chope. Losasso et. al. [33] criam um novo métoHgp&Rx simulacao de borrifos
d’agua e espuma, caracteristicas que sao dificeisrdmsmpturadas por métodos tradicionais
baseados em grades. Esse método & usado para simutait@idosdensos difusos Fluidos
densossao grandes volumes de agua onde o0 uso da equacao de-Siakies incompressivel
€ mais adequado ao passo que fluidos considerdifiez®s como os efeitos de espunsprays
e bolhas, sao fendbmenos incompressiveis e utilizamsiwdncompressivel das equacdes de
Navier-Stokes.

2.6 Fundamentos do netodo SPH

O método SPH baseia-se na aproximacao local de umadungima funcao pode pos-
suir diferentes representacdes em torno de um ponto dadsas representacdes podem ser
usadas para aproximacao da funcao em torno daquele.pbetacordo com [30] a teoria de
aproximacao de fungdes usadas nos MM pode ser clasisifisa métodos de representagao
diferencial, representacao por séries de fun¢cdesde polinomial e aproximagao por integral.

2.6.1 Aproximagdo pela fun@o nicleo de uma fun@o

O conceito de representacao integral de uma furigggado no método SPH comeca com
a seguinte identidade:
F(x) = / FX)B(x—xX)dX, VX e Q (2.5)
Q

onded(x) & chamada fungao delta de Dirac (o Apéndice A possui residetalhes sobre tal
fungao) definida como:

0 sex<—$
6(x) = lim 1 se-f<x<$ (2.6)
0 sex>$
e ainda: N
/ S(x)dx= 1 2.7)

Como é usada a funcao delta de Dirac, a representagggrahde Equacao 2.5 & exata desde
que a fungad (x) seja continua no domini@.
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Apesar de ser denominadflancdio, a delta de Dirad(x) na verdade & umtungio gene-
ralizadaou umadistribuicdo. Isso implica que a integral da Equacao 2.5 ndo é coavelt,
portanto, & necessario encontrar outro modo para calé(a. Para issod(x) deve ser subs-
tituida por uma funcao que, sob alguma condicao, sepooi® como a funcao delta de Dirac.
Tal funcao & chamadangio nicleo(do ingléssmooth kernel functigre & representada por
W(x —x’,h) ondeh & chamado deomprimento de suavizag (smooth lenght Reescrevendo
a Equacao 2.5:

< f(x) >= /Q FXW(x — X, hdx, Vx e Q. 2.8)

onde< - > & uma aproximacgao para uma propriedade sendd@iedine o raio de influéncia
dessa aproximagao.

Existem trés importantes propriedades que a funcaleo@eve possuir. Sao elas:

H

: /W(x—x’,h)dx’:l
Q

2. kI]imOW(x—x’,h) =9d(x—x)

w

. W(x—x",h) =0 quandgx — x'| > kh, ondek & uma constante relacionada ao compri-
mento de suavizacdo

A primeira propriedade € equivalente a propriedade radatna Equacao 2.7 da funcao delta de
Dirac. A segunda propriedade diz que o comportameniy de aproxima do comportamento
de & na medida em qub tende a zero. Isso & importante para garantir consist&un a

aproximacao integral mostrada na Equacao 2.5. A terpeopriedade define a area de atuacao
da funcaoWw, chamada dsuporte compacto Essa propriedade declara que fora do suporte
compactaV vale zero.

2.6.2 Aproximagdo pela fung@o nicleo da derivada de uma funéo

A integral da derivada de uma func¢dgx), denotada pelo divergente- f(x), & obtida
substituindof (x) por O- f(x) na Equacgao 2.8:
<0-f(x) >= / 0 f(X)W(x—x,h)dx, Vxe Q. (2.9)
o

Pela regra da cadeia temos que:
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Figura 2.12: O dominio & representado por um conjunto diécpéas. No centro € mostrada
a particulai com sua respectiva zona de influéncia com wdio As particulasj formam o
conjunto de particulas no interior da zona de influéncia.

Substituindo a equacao anterior na Equacao 2.9:

/D W(x— X, h)]dx —/ F(x) - [IW(x—x,h)dx.  (2.11)

Q

Pelo Teorema da Divergéncia, a integral mais a esquerdeddalireito da equacao acima pode
ser representada em termos de uma integral de superficie:

= [ FOOW(x =X, pna —/f [OW(x— X, h)dX, (2.12)
S

onden & um vetor normal a superfic® ComoW possui suporte compactd/ vale zero na
superficie do dominio de integracado. Dessa forma, doandominio de integracdo esta no
interior do dominio do problema, a integral de superfpresente na Equacao 2.12 vale zero.
Assim:

<0-f(x) >= — / F(x') - [OW(x— X', h)]dX. (2.13)

A equacgao acima mostra que a aproximagao para a dexsidpode ser escrita em termos da
derivada da funcao nucléu.

2.6.3 Aproximagao por particulas

As integrais presentes nas Equacgdes 2.8 e 2.13 sao eyagdes de variaveis de campo para
resolucao de EDPs. Contudo, o dominio do problema & ostogpor um conjunto discreto de
particulas requerendo, portanto a discretizacao dascégs acima por meio de um somatorio
nas particulas. A Figura 2.12 ilustra o dominio disceetizjuntamente com a funcao ntcl&'o
e o raio de suporteh.

A integral da distancia infinitesimdk’ representa um pequeno volume de controle de cada
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particula. Escrevendo o volume de cada partigula
m;
Pi=py, 7 M= AVipj,

ondep; & a densidade da particufe, € sua massa&V; seu volume § =1,2,...,N, ondeN &
0 numero de particulas no interior do dominio de supaatpatticulaj. Segue que a Equacao

2.8 pode ser discretizada da seguinte maneira:
<f(x)> = / f(X')W(x —x', h)dx’
Q

N
= Z f(Xj)W(x —Xj, h)AV;
=i

(X)W (x —xj, h) L
Pj

=~ F(Xj)W(x =X}, h).

Mz M=

>3

A equacao anterior assume a forma:

< f(x) >= le:f( W(x —xj,h). (2.14)

Note quef pode ser qualquer variavel de campo, inclusive densidadgroximacao da
densidad@ de uma particula pode ser calculada da seguinte mandiramndio a Equacao 2.14:

<px)> = Z — p(Xj)W(x—xj,h)

= Zml (x—xj,h)

que & a soma das massas das particulas vizinhas ponder&la p

De maneira similar, a Equacao 2.13 pode ser discretizadaglinte maneira:

<O0-fX)> = —/Qf(x)[DW(x—x’,h)]dx’
_ 3 T () OW(x — x;, ), (2.15)
=1 Pi

onde o gradiente]W na equacao refere-se a particjdaSabendo que,W; = %‘ﬂ—h, onde

rij =ri—rj. As Equagdes 2.14 e 2.15 sdo as equacgdes basicasgaraneacao de uma
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Figura 2.13: Grafico da funcao nucleo em formato de ssawla por [34].

funcao e sua primeira derivada utilizando SPH. Essasgdgsaserao utilizadas para resolucao
dos termos das Equacdes de Navier-Stokes.

2.6.4 Fun@o Nucleo

Ha diversos tipos de funcao nicleo na literatura. Ngarde Lucy [34] que introduziu o
SPH foi usada a seguinte fungao:

X' —Xx|,h) =W(r,h)=a { (1+3R)1-R)?® seR<1 (2.16)

W(
0 seR>1

S5 5 105
) 4h’ mh? ~ 167h3
R= n é a distancia relativa entre os pontos. A Figura 2.13 raastcomportamento dessa

Na equacao acimay vale se estiver em uma, duas ou trés dimensoes e

funcdo. Monaghan sugere que para encontrar a intefpuefaica das equagdes usando SPH
é melhor assumir uma funcao nicleo Gaussiana [30],iderssla a Regra de Ouro do SPH.

Uma funcao ndcleo como a Gaussiana tem a vantagem deaser siesmo para derivadas de

alta ordem, caracteristica importante para aplicagesfazem analise de derivadas de alta
ordem. Em contrapartida, a Gaussiana nao & realmenteacbanjd que teoricamente nunca

atinge zero. No entanto, o decaimento da Gaussiana € stéitiente rapido, aproximando-se

de zero rapidamente e assim pode ser considerada compacta.

Existem ainda outros tipos de func¢des nlcleos baseadaplnese polindmios de alta
ordem. Cada uma dessas funcdes nlcleos tenta se ajustaa alasse de problemas para
tornar o resultado preciso com desempenho satisfatoutro@xemplo & @plinectbica com
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a seguinte forma:

2 1
S _R+ZR 0<R<«1
3 +2 0<R<«

X' —x|,h) =W(r,h) =a é(z_R)S 1<R<?2 (2.17)

W(

0 R>2

1

Na equagao acima, vale—, —— e ——
quagac acma Vale p 7mme © 2mne . _

é a distancia relativa entre os pontos. Os valorea d@o escolhidos de forma a integral no

) o r
se estiver em uma, duas ou trés dlmensdé&&h

dominio seja tenha valor um. Essplinecibica (Figura 2.13) tem sido a funcao mais usada
na literatura SPH uma vez que seu comportamento € semebada Gaussiana e ainda tem a

vantagem de ser realmente compacta.

2.6.5 XSPH

Em sua forma tradicional, o SPH permite o livre movimento plagiculas pelo espaco,
em outras palavras, nao existe colisao entre elas. Igsoitpegque duas particulas se aproxi-
mem de maneira arbitraria em determinados cenarios, paplelevar a inconsisténcias fisicas
(particulas com a mesma posicao podem possuir diferealeres das propriedades que car-
regam, por exemplo, velocidade ou temperatura) ou aindso@is por zero quando avaliamos
a Equacao 2.15. O XSPH foi desenvolvido por Monaghan [26& peduzir o problema de
interpenetracao de particulas no SPH. A técnica cteneis ponderar a velocidade dasima
particula pelas velocidades de seus vizinhos:

m.
vi =vi—ez;'<vi—v,->vw, (2.18)
] J

onde& & uma constante no intervalo<0e < 1. Utilizando o XSPH as particulas tendem a
se mover de forma mais organizada, com velocidade maisrpaba velocidade média dos
quadros. Essa técnica simples mostrou-se eficiente noateralinterpenetracao das particulas
[36].

2.7 Representago da supericie

A representagao final do escoamento de fluidos é crucial @aealismo da simulagao.
Nesse ponto, como no caso da simulacao fisica, doisséaminhos que podem ser trilhados:
o primeiro leva a imagens de qualidade excepcional quersptaanente usadas pela industria
de cinema e que, no entanto, requerem muito tempo para setagepff-line rendering; o
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Figura 2.14: A figura acima ilustra os 14 casos possives @gacombinacdes de cortes.

outro leva a imagens qualidade grafica inferior (mas ndwg®), muito usada pela indUstria de
jogos e em realidade virtual e que, por outro lado, sao gsrach tempo-real. Obviamente,
a escolha entre essas opcdes depende da necessidadieaizia@ do poder computacional
disponivel. Contudo, independentemente do caminho, erpde processamento das placas
de video tem aumentado substancialmente nos Ultimoseahoge uma placa comoVidia
GeForce8800 GTX possui, por exemplo, uttexture fill ratede 33,6 bilhdes dpixelstextu-
rizados por segundo. A evolucao das placas aliadas a afyostmos e técnicas dendering
tem cada vez mais aproximado os dois caminhos outrora $éemdes [60].

A visualizacao de particulas para aplicacdes inteatpor meio poligonalizacao da su-
perficie tem atingido bons resultados em termos de desgmomomputacional [52, 42]. Nesta
secao duas técnicas serao apontadas. A primeira, deadamarching cubesdentre as técnicas
que realizam a poligonalizacao de isosuperficies,ladgem mais utilizada devido a sua na-
tureza simples de implementacao e bom desempenho [52]itrA técnica baseada na técnica
de Multi-level Partition of Unity Implicitspermite a geracao de superficies de forma robusta a
partir de grandes nuvens de pontos equipada com normais.

2.7.1 Marching Cubes

O marching cube& um método classico para extracao de superficiegstogor Lorensen
e Cline [31]. Inicialmente, ele foi concebido para recamsdio de superficies a partir de um
conjunto de fatias de imagens médicas, mas € direta selaséxi para representacao a partir de
particulas ou nuvem de pontos. O algoritmo tem 3 passoa Bigjra 2.16 para um exemplo
bidimensional): 1) primeiramente uma grade & definida enotdo dominid?; 2) em seguida,
sao avaliados todos os pontos Q de maneira a definir os pontos que estao no interior, sobre
ou exterior da superfici8de interesse; 3) com base nos pontos selecionados no colseiggd

3http://www.nvidia.com
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Figura 2.15: A disposicao dos veértices do cubo sugere ¢ssiveis formas para a poli-
gonalizacao desse cubo.
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Figura 2.16: Na figura a esquerda, dada uma grade de panpmsssivel encontrar todos os
pontos que estao dentro do dominio (pontos pretos). Emidagutilizando uma tabela de
reconstrugcao, & possivel encontrar a regiao do culeosqua cortada (pontos vermelhos da
figura central). A figura a direita mostra a superficie restauida.

reconstruir a superficie utilizando uma tabela de recagab e interpolacdes lineares nas ares-
tas dos cubos. Essa tabela de reconstrucao mostra todasaspossiveis que uma superficie
pode cortar o cubo. Em principio, existef=2 256 combinacdes de vértices possiveis a serem
considerados. No entanto, devido a simetria e operai®estacoes, € possivel reduzir os 256
casos para apenas 14, como mostrado na Figura 2.14.

O marching cubeslestaca-se pela sua simplicidade e desempenho [52]. Anmeplacao
é direta e garante bons resultados em taxas interativa® sanplamente aceito e utilizado
pela comunidade de computacédo grafica. Contudo, duasmtegens da técnica sao a am-
bigliidade presente no método (Figura 2.15) e tambénteedaladaptatividade para refinamento
de regides criticas.

Nesse texto, marching cube$ara sempre uso de uma funcao implicita baseada notsupor
compactdch do método SPH. Matematicamente temos:

£(x) = min[x ||~ ) (2.19)

2.7.2 Particdo da Unidade Multinivel

Onhtake et. al. [45] introduziram para a comunidade recagatr de superficies a partir de
nuvens de pontos um método conhecido cdviudti-level Partition of Unity ImplicitstMPU).
O método consiste, como outros métodos implicitos, ecornar o nivel zero de uma funcao
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F definida implicitamente e tem como hipotese uma nuvem déopa@yuipadas com normais
consistentes. O trabalho se baseia no conceifadeao da unidadéexplicado logo abaixo),
onde aproximacoes locdis= { f1, ..., fn} de uma superfici& sao combinadas a fim de definir
uma funcao globdF que represent8no dominioQ. Para realizar a combinac¢ao do conjufito
é preciso primeiramente definir um conjunto de paBes{w, ..., w,}, ondew; & ndo-negativos

e possui suporte compacto. Um conjuft@ dito uma particao da unidade se satisfaz:
n
Z)W(X) =1xeQ (2.20)
i=
Assim, a funcao globdt definida implicitamente & escrita como:

F(x) = i fi(xX)w(x), xeQ (2.21)

As aproximacdes locai® sao obtidas em regides oriundas de subdivisdes espatiai
cessivas do dominio de interesse, utilizando wttaee Tais subdivisdes ocorrem enquanto
determinado critério (qualidade dessas aproximagi@s)seja satisfeito. Uma das vantagens
do método proposto em [45] € a rapidez da geracao dafstipamplicita mesmo quando
grande volume de dados é usado, contudo, 0 método podeagiefatos e superficies esparias
em suas aproximacdes locais devido a distribuicagdasos no interior do dominio local.

Gois et. al. [21] propuseram uma técnica adaptativa emaadaseado em [45], contor-
nando suas desvantagens e aumentando significativamentgstaz das aproximacoes locais.
Esse trabalho faz parte do trabalho de doutorado de Jodo Bais [20] e de mestrado de
Valdecir Polizelli-Junior [47], onde sao encontradascdedes detalhadas do método aleém de
extensoes. As principais contribui¢cdes sao [21]:

e Adaptatividade das aproximages locaisUtilizando polindmios ortogonais, & possivel
realizar sucessivas aproximacoes locais sem um alto cashputacional. Polindmios
ortogonais de alta ordem podem ser construidos a partiolil@dmios de baixa ordem
[3, 4].

e Reducao das superfcies esprias. Por meio de heuristicas, os autores descartam apro-
ximagdes que oscilam consideravelmente localmente egguem como consequéncia

superficies espurias e artefatos.

e Reconstru@o da superfcie com garantias topobgicas O método proposto pelos auto-
res utiliza uma estrutura de dados algébrica denomidigid. Diferentemente de outros
métodos, a triangulacal & usada tanto na decomposicao espacial para aproainazg™
superficie implicita quanto para extracao da isodiger
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A triangulagaall & uma estrutura de dados algébrica desenvolvida porlGasteal. [6]
gue pode ser estendida para qualquer dimensao e lidar do@amento arbitrario. Um ponto
forte dessa estrutura & a auséncia de relacdes topasbgomumente encontradas em malhas
nao estruturadas. A navegacao pela estrutura & defioid@gras algébricas, salvando espaco
em memoria principal. Uma explicacao detalhada da implgacao pode ser encontrada em
[6, 47].

A Figura 2.17 mostra os resultados da técnica de Gois ejpash 0s exemplos classicos
utilizados pela comunidade de computacao grafica. Fgmamadas imagens dos modelos de
Stanfordem dois ambientes distintos: uma mesa de vidro com apoio deiraano canto de
uma sala com a presenca de um abajur; em uma moldura sasiE@rcontradas em igrejas ou
santuarios.

O método MPU tem como hipotese uma nuvem de pontos equsgada normais consis-
tentes. Essa & uma restricao forte quando estamos tidaord um método como o SPH. A
nuvem de pontos oriunda dessas simula¢des tem duasergstcas que vao de encontro ao
MPU: os pontos formam umolumeno espaco, nao uma superficie; as normais ndo sao con-
sistentes. Utilizando o SPH €& possivel escolher somarmardiculas da superficie e estimar as
normais de cada uma dessas particulas para serem usauldRi¢l(Secao 4.1.6). Contudo,
iSso & apenas uma estimativa, o que pode levar a escolhanttes pw interior e/ou normais
poucos consistentes e, como resultado, temos uma vaiagaca entre quadros consecutivos.
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(a) Mesa decorada com os modelossdanford

(b) O anjoLucyem uma moldura eclesial.

Figura 2.17: Os cenarios acima foram modelados e geradzmmt o softwarelivre Blen-
der. Os modelos apresentados nas imag8temford Armadillo ManStanford BunnyStanford
Dragone Stanford Lucyforam gerados a partir de uma nuvem de pontos utilizandoraci

apresentada em [21].
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3 Estabilidade nunarica

Sendo uma técnica lagrangeana baseada em particulaspodaSPH fornece bons resul-
tados a um baixo custo computacional. No entanto, o seu ua@uhscretizacao das equacgdes
de Navier-Stokes associado com métodos explicitos vemuwuoa sensibilidade as condicbes
iniciais do problema. Isso se manifesta pelo aumento eixcedas velocidades das particulas
durante a simulacao, ou seja, aumento da energia engahidsistema. Para contornar esse
problema, apresentamos uma solucao baseada na lei d\a@o da energia que restringe o

ganho excessivo de energia no sistema.

Neste capitulo a Se¢ao 3.1 mostra a importancia do d¢orazeestabilidade em computacao
grafica. As Secodes 3.2 e 3.3 lidam com o conceito de cé@msiist, estabilidade e convergéncia
para o classico método das diferencas finitas (MDF) enadguconsideracdes sao feitas para
0 método SPH. A Secao 3.4 apresenta o abordagem basesskirigio do ganho de energia
cinética para o método SPH.

3.1 Estabilidade e computago grafica

Em uma simulacdo numérica de escoamento de fluido em tlgnona aeronave, 0 es-
gquema numeérico deve ser convergente para que as solpg@gszidas sejam confiaveis e
apoiem tomadas de decisao. Contudo, quando o alvo &€ auxtagdp grafica, uma qualidade al-
tamente desejavel de um esquema numeérico é a estakilidad esquema incondicionalmente
estavel proporciona ao usuario da técnica liberdadetiizagao, sem preocupacdes quanto
a “explosdes” numéricas ou instabilidades que levam a&omportamento nao fisico, ambos
oriundos de parametros iniciais mal planejados. O ponie mgortante & que, muitas vezes
em uma simulacao de fluido, o usuario da técnica, por pkemm artista grafico, espera que
o resultado final se comporte com um fluido, independentestkrg parametros utilizados.

Um bom exemplo disso & o trabalho de Stam [57]. O autor dedexwum novo método
para simulagcao de gases utilizando uma abordagem segralageana que possui a boa propri-
edade de ser incondicionalmente estavel. O método vapdr de oferecer precisao numérica
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suficiente para aplica¢Oes cientificas devido a perdandegia, no entanto, essa caracteristica
proporciona aos usuarios da técnica um bom controle dagdmdo fendmeno. Outros traba-
lhos como [40, 41, 61] tem como destaque a simulacao noanée comportamentos fisicos de

maneira estavel.

O método SPH tradicional & sensivel as condi¢cdesaisice forma que, variando ape-
nas o passo de temgki, por exemplo, podemos simular desde um fluido até gasesiquan
usado métodos explicitos. Isso foi observado também @smutros parametros do SPH.
Métodos implicitos [37, 27] tendem a ser computacionak@enais caros contudo permitem
uma maior liberdade para o passo de tempo. A proxima sgg@senta uma formulacao base-
ada na limitacao do ganho de energia que aumenta a edtalgildo sistema de particulas sem

comprometer o desempenho.

3.2 Consiséncia, estabilidade e convergncia no MDF

Os conceitos de consisténcia, estabilidade e convaey8ao de grande importancia em
DFC. Ao resolver uma EDP, as solucdes apresentadasantiizMM, MDF ou outro método
devem ser compativeis com a EDP original. Assim, precisateterminar sob quais condi¢cdes
a solucdo obtida pela discretizacdo € representdtivaroblema original. Como veremos, a
consisténcia das equacoes, estabilidade e conveaggmmeétodo empregado sao fundamentais
para determinar essas condi¢oes [9].

3.2.1 Consiséncia

A consisénciade um método numeérico relaciona-se a discretiza¢cdoEIPs. Ao re-
alizar a discretizacao de um conjunto de EDPs & precisgamntias de que as equacoes
sendo resolvidas pelo modelo discretizado possuemaedugjuivalentes as das equacdes ori-
ginais. Para ilustrar esse conceito tomemos a equac¢aaatoeen um dominio unidimensional
T 9°T

Gt — a5z = 0. Essa equacao pode ser discretizada utilizando MDF ¢58&}o

T O{Tit+1—2Tit +Ty

At DX (3.1)
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Uma forma utilizada para verificar a consisténcia das dipse realizando a expansao dos seus
termos em série de Taylor:

oT! 19°T 19°T
T, = Tti—d AX +§—a AX? 2953 —— O3+ 0(AXY) (3.2)
0Tt aZTt 03 t
t+1 Tt it 2 3 4
T T+ 3 At+ o2 At +3| e 5Ot + O(At%), (3.3)
e substituindo 3.2e 3.3 em 3.1;
oT 0T 10°T 10°T )
St 02 = o At+ o 1—2—0 4Ax + O(At?) + O(AXY). (3.4)

Ao lado esquerdo da Equacao 3.4 € a equacao do calanarenquanto o lado direito repre-
senta a diferenca entre as equacdes originais e a dsc@d, ou seja, o erro oriundo do MDF.
Portanto, analisando o lado direito de 3.4, vemos que aelizacao € de primeira ordem no
tempo e segunda ordem no espacgo. Alem disso, podemosicanet a medida que &t — 0

e Ax — 0, a Equacao3.4 aproxima-se da EDP original, ou sejatodué& consistente.

3.2.2 Estabilidade

O conceito deestabilidadeesta relacionado ao crescimento dos diversos tipos de erro
inerentes a simulacao numérica (arredondamentagdizacao, erros da iteracao). No entanto,
apesar de estarem presentes, esses erros nao represefiséca do problema e devem ser
controlados.

Em problemadransientesou seja, problemas que evoluem com o tempo, a estabilidade
de um método garante que a solucalarétada. Em contrapartida, estabilidade de métodos
iterativos de solucao de sistema linear garante que g@mkncontrada em iteracdes sucessivas
se aproxima cada vez mais da solucao real problema.

Um algoritmo € consideradncondicionalmente eavelse os erros envolvidos nao crescem
de maneira ilimitada independentemente das condic@@aisr Caso nao seja incondicional-
mente estavel, se houver um conjunto de condicOes imijgg@a 0S quais 0S erros nao crescem
sem limites o algoritmo é diteondicionalmente egvel Caso contrario o algoritmo & dito
instavel

Algoritmos que sao condicionalmente estaveis possuerdigdes de estabilidade. Para
problemas transientes isso pode significar um limite sappdaraAt enquanto para problemas
de solucao de sistema lineares isso pode requerer queia ptgsua alguma propriedade, por
exemplo|| A ||»< 1. Essas condi¢des sao atingidas por meio de uma adalisgtabilidade do
método. A analise de estabilidade de Von Neumann [49] & das técnicas mais usadas para
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analise de estabilidade de métodos numéricos. Ela sabesexpansao das discretizagdes em
séries de Fourier e posterior analise do crescimentoeto®s e consequentemente dos erros
envolvidos.

3.2.3 Convergncia

Finalmente, o conceito deonvergnciaderiva de consisténcia e estabilidade. O teorema
da equivaléncia de Lax [51] mostra que dada condicOesgainiapropriadas e assumindo que
0 esquema numerico é consistente, estabilidade é Gandecessaria e suficiente para a con-
vergéncia do método. Em um esquema muito simples eys&sicrever:

consiséncia + estabilidade = convegncia

3.3 Consiséncia utilizando o método SPH

Atualmente, na literatura sobre SPH ha poucos trabalhesapem uma analise aprofun-
dada sobre sua consisténcia, estabilidade e convesgéDos trabalhos que promovem uma
analise mais detalhada sob essa 6ptica, frequienterleste fazem em cenarios simplificados
e unidimensional [35, 18, 11, 59, 38].

Recentemente 0 uso da técnica em outras aplicacOeseleg#ionadas a astrofisica pro-
piciou um aumento na comunidade de pesquisadores contlitopara seu amadurecimento.
Apesar disso, ainda existem varias formulacdes e aglagsdeitas nas implementacdes, alem
do elevado niumero de parametros envolvidos que contamrdaigao e experiéncia dos pes-
quisadores, tornando a técnica subjetiva em varios &sp§2]. O desenvolvimento de um
arcabou¢co matematico para o aprofundamento da téaaizaima maneira formal de avaliar
e evoluir a técnica, como ocorre, por exemplo, em técnreakcionais como MDF, onde esse
arcabouco é bastante evoluido e bem aceito pela condei@ata secao versa sobre o conceito
de consisténcia para o SPH.

3.3.1 Consiséncia

O método SPH € oriundo de dois tipos de aproximacapsoximago da fun@o nicleoe
aproxima@o de partculas A primeira lida com a aproximagao da funcagor uma fungao
nlcleoW enquanto a Gltima lida com a discretizacao do dominim WEna analise de con-
sisténcia, ambas as aproximacoes tém influéncia mos envolvidos e devem ser levadas em

consideragao.
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3.3.2 Ordem polinomial maxima

[30] apresenta o conceito de consisténcia ligado a reptagao exata de um polindmio de
grau p. Segundo esse raciocinio, para possuir consisténciaddeno0, a aproximacao pela
fungao ndcleo deve satisfazix) = c:

f(x)= /cW(x—x’,h)dx’ =C. (3.5)
Q

Da mesma maneira, para obter a aproximacao de primeieaord

f(x) = / (Co— CLX)W (X — X', h)dx’ (3.6)
Q
= co+/cle(x—x’,h)dx’, (3.7)
Q

ou seja, a aproximacgao de primeira ordem mostrada anteite sera valida se:

/ cXW(x —x', h)dx’ = ¢, (3.8)
Q
ou
/xW(x—x’,h)dx’ =X. (3.9)
Q
Generalizando para o grau
/x"W(x—x’,h)dx’ =xX, para 0<k<p, (3.10)

Q

e entado temos uma condi¢ao para a consisténcia da a@Eg&o pelo kernel.

A consisténcia da aproximacao por particula & umansge direta do método continuo,
dada por

> XW(x —x' )V =x¥, para 0< k< p, (3.11)

]
ondeV; = m;/p;. Uma dificuldade para manter a consisténcia & a defici&eparticulas na
borda do dominio [38] ja que em suas proximidades & ndtaxeer mais particulas concentra-
das na regiao interior d@. A distribuicao nao uniforme e a funcao nicleo tamkgfetam a
consisténcia do SPH.
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3.3.3 Ordem do erro da discretizaéo

Apesar da Equacao 3.11 fornecer as condi¢des ne@sspara se ter consisténcia para um
polindbmio de graup, ela ndo deixa de forma explicita os erros envolvidos maxamacao.
No paragrafo seguinte & mostrada uma forma alternatira \ificar a consisténcia do SPH
baseada na tese de [18].

Definicdo 1 (Consiséncig. [18] Seja f(x) uma fun@o suficientemente suave em um dom
D. Sejatambmt(f) = g(f)—g"(f), onde gé uma EDP e §sua discretiza@o espacial g,
o denota x, y ou z para problemas tridimensionais) e tempdgl (Ento a discretizago &

consistente se e somente se:

| 7(f)||— 0 se Axqy,At— 0. (3.12)

Aproximacdao da fungdo nicleo

Realizando a expansao de Taylor na Equacao 2.8 e fazeadd — x:
<> = /Q (X 4+ U)W(—u, h)du (3.13)
_ /Q[f(x) +OF0)Tu+ %UTH (&) UW(—u, h)du, (3.14)
ondeH f (&) & a hessiana d& A integral acima pode ser reescrita como:
<fX)> = f(x) /QW(—U, hydu+ O (x)T /Q UW(—u, h)du +
—I—%/QUTH (&) UW/(—u, h)du. (3.15)

Lembrando qugoW(—u,h)du = 1 e que, uW(—u,h)du = 0, ja queW & uma fungao par,

podemos reescrever a equagao anterior como:

<f(x)> = f(x)+%/ uTH f (&)uwW(—u,h)du (3.16)
Q

< f(x)> = f(x)+Ek(f,x). (3.17)

O objetivo agora & encontrar um limitante superior p&ig e dessa forma limitag f(x) >.

Para isso, vamos definir:

) d d 02
D= 2 j; 9’ (3.18)
onded & a dimensao do problema e:
K2 )
&= = sup|D?f (&) (3.19)

£eQ
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Com as definicdes anteriores podemos escrever

226

lUTH f(&)u| < (kh)?|D?f (&)| < (kh)?= p%: > = 2he.. (3.20)
Substituindo 3.20 enjEy|:

Ed1X)] = |5 [ uTHT(E)uW(-u,hdu (3.21)

Q
< 5 [ IR (E)ulW(-u,h)du (3.22)

2J)a

1 2

< 5 [ [2nedW(-u.)jdu (3.23)
< I [ W(-u,h)jdu= e (3.24)

onde [, |W(—u,h)|du =1 ja queW(—u,h) > 0 para todos os pontos dentro do supaite

Aproximacdao de parficulas

Veremos agora o erro causado pela aproximacao por plagiatilizando o SPH. O ra-
ciocinio desenvolvido & valido em duas dimensdes mas pedestendido para dimensdes mai-
ores. Para o céalculo desse erro vamos utilizar o métods siraples para integracao numeérica,
a regra do retangulo (caso unidimensional):

/: (x)dx = f(a)(b—c),+%(b—c)zf’(fi).

Para o caso bidimensional, devemos considerar o processtegeacao em um plang, como
mostrado a seguir. Dado uma particpja suas particulas vizinhgs, crie umatriangulaggo

de Delaunay[54] cujos vértices sao as essas particulas. Crie tangantos no centroide de
cada triangulo formandodiagrama de VoronoiPara cada particula, crie um poligono convexo
em torno dessa particula ligando os pontos do diagramam&dida particula dada. A Figura
3.1 ilustra o procedimento.

A integracao de uma fun¢apsobre o dominio & dada por:

// g(x,y)dxdy= Z//P,— g(x,y)dxdy (3.25)

ondeNy & o nimero de poligonos formados na malha. Para um paggpodemos escrever a
integral sobre sua superficie como:

//P,- g(x,y)dxdy= %//Tkg(x,y)dxdy (3.26)
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Figura 3.1: O poligono convex®é destacado na figura assim como um triandul® poligono
é formado pelas arestas de Voronoi enquanto cada tridupglé ligacao entre a particutpe
0s vértices de Voronoi.

ondeN; & o numero de trianguloB presente em um poligono. Agora resta entao calcular o

valor da aproximacao dgsobre um trianguldy:
/ /T g(x, y)dxdy=g(x;,Yj)a+ & (3.27)
k

ondeay € a area ddy e g € o erro cometido na aproximacao e € definidogect [%ak(SXJr
g—?,akéy] = a[]g- o%, ondedx = (dx,9dy), & nada mais & do que o erro oriundo da regra do

trapézio para o caso tridimensional. Substituindo a ggmaaterior em 3.26:
N N
//P g(x,y)dxdy= % [g(xj,yj)ak+ad = 9(x},¥j) Y (@&+ea) =90 yi)A+E.  (3.28)
' ] ]

Finalmente, substituindo 3.28 em 3.25 temos:

N Nk
/ /Q g(x,y)dxdy= ; / /P ,- g(x,y)dxdy= ;Aj [9(x},yj) + Ej]. (3.29)

m

Suponha queg(x,y) = f(X,y)W(]| (%,¥i) — (X,y) ||,h) e lembrando qué; = p—jj:
N mj
[ gteyaxdy =5 10q Wil 06,30~ (i) [0 +Ep  (3:30)
j

]
= < f(xi) > +Ep(f,xi). (3.31)

Queremos agora encontrar um limitante superior para dEgfo

|Ei| < Nkmjax\ N, mkax|a<H. (3.32)
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AssumindoNi Ny a ~ 11(kh)? < (2kh)? e queep = 4k?sup:r Og(&).

[Bpl < max{NNya | g ||| ox [} [ < ox | h’ep (3.33)

A ordem de convergéncia das aproximacoes pela fungéleo e por particulas sdo usados
para verificar a consisténcia do SPH. Primeiramente égaréefinir:

Operador identidade :If = f (3.34)
Operador derivada Pf = % (3.35)
Aprox. fungdo nicleo Kf(x)= [ f(X)W(x—x,h)dx (3.36)
Q
N m
Aprox. por particula : Sf(x) = p—.Jf(Xj)W(X—Xj,I‘D (3.37)
=1 Pi

Para que uma discretizacao seja consistente com aamoaginal € preciso que a distancia
entre ambas seja reduzida a zero quando no limite do refitandendominio discretizado
(Definicao 1). Portanto:

11 = SFlle=|| If —Kf+KF—Suflo<|| 1T —KFf [jo + | Kf — Sulle (3.38)

Resolvendo o lado direito da inequacao:

I1f=Kf o = || f=f—Exl[lo=] Ex »< h?& (3.39)
IKf=Sflle = || Kf—Kf—Epllw=|Ep <] x| h*e, (3.40)

e:
[ 1f —Sflo< h?ect || 8% || h2ep (3.41)

Vemos qud| I f —Sf||.— 0 quandch — 0, portanto o método & consistente.

3.4 Restric@o do ganho de energia

A lei da conservagao da energia enuncia que a energigtataim sistema isolado nao sofre
alteracdes. Dessa forma, nao € possivel criar/aanantnergia total de um sistema isolado,
apesar de existir a possibilidade de transformar um tipadegea em outras formas de energia
por meio de trabalho. Se considerarmos a acao de foagasariservativas, como o atrito, entao
a tendéncia da energia total desse sistema diminuir comjpaeevido a acao dessa forga.

Em uma simulagao numérica, o aumento indiscriminadcadiopo de velocidade leva a um
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»
’ o

Vt Vt+a V'H—l

Figura 3.2: No método de dois passos, o primeiro passo posim O(At) enquanto o se-
gundo & uma interpolagao constante de or@¥f) do vetor velocidade.

grande ganho de energia no sistema. Uma maneira simplestdede esse campo cresca
além das expectativas & limitando o ganho de energiaehgil. al. [41] mostram que para um
simples sistema massa-mola envolvendo duas particuldeandeformacao da mola a cada
passo de tempo pode aumentar a energia envolvida no sistemnamétodo explicito como o
método de Euler Explicito for utilizado. Isso ocorre poggp avanco temporal é feito de forma
a nao considerar os limites maximos de deformacao da smlum instante de tempo, ou seja,
ela pode ser deformada aléem de seu deslocamento inicia ftoguece energia ao sistema.

No SPH, a liberdade de movimento das particulas assoaiawnt@gracao numérica pode
levar a um ganho significativo de energia no sistema. Isseflete no movimento desordenado
das particulas e no crescimento da energia total do sist&eata secao & apresentado um
método que faz controle da energia total para dar maiobiidede as simula¢gdes numéricas
envolvendo o SPH.

3.4.1 Metodo de Euler de dois passos

O modelo de restricao do ganho de energia baseia-se emaguearnma variacao do método
de Euler explicito para integragao do campo de velo@d@&wnsidere:

v(t+ alt) = v(t) +0{At% +O((aht)?), (3.42)

onde 0< a < 1. Temos que uma aproximacao p%{fapode Ser expressa por:

dv  v(t+adt) —v(t)
dt alt

f= +O(akt), (3.43)

ondef & o vetor aceleracao. A equacao anterior € uma apepamde primeira ordem para
aceleracad agindo sobre um objeto. Portanto, para encontrar o vetocidzlde no tempo
v(t + alt) = v+ a partir de uma forgé(t) = f' que age no tempiofazemos:

VT =i aAtft - O(aAt). (3.44)
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(a) Coluna de fluido inicialtg)

Figura 3.3: A figura central e a direita mostram um instartte uma simulacdo com mesmos
parametros iniciais. A simula¢cao mostrada ao centoodngtribui a energia perdida da interagcao
entre particulas enquanto a simulacao a direita praseente a energia.

Aplicacdes que evoluem no tempo podem fazé-lo em inkesviixos ou variados. Isso
é feito para controlar a estabilidade do método numésiopregado. Uma implementacao
tipica do SPH utiliza passos de tempos fixos com um integri@oporal como deap-frog
(Secao 4.4.2). Contudo, implementacdes com passongmteariavel [36] sao corriqueiras na
literatura. Algoritmos de integracdo numeérica utitizavanco temporal adaptativo para lidar
com o crescimento da forg¢a, viscosidade e condi¢cdes Gislsien obter estabilidade numérica.
Em geral, o passo de tempo & escolhido como sendo o valoraséisivo encontrado, ou seja,
o0 menor valor possivel. Uma desvantagem dessa abordagertilizacao do mesmo passo de
tempo para todas as particulas, comprometendo o desemgarsimulacdo como um todo.

Nesse trabalho o avanco temporal € feito com um passo d®téxro e igual aAt. Por-
tanto, a integracao temporal apresentada em 3.44 estépieta. Para corrigir esse problema
a velocidadey precisa ser avangada €fn— o )At. Ao invés de utilizar um método de resolugao
de EDOs para calculaf*! a partir devi*? optamos nesse texto por realizar uma interpola¢ao
constantéd(1), ou seja, simplesmente adotér! = vi+® 4 O(1) como ilustrado na Figura 3.2.
Do ponto de vista de precisdao numérica o erro cometido gga abordagem & muito alto, no
entanto, como sera apresentado proxima sec¢ao, issotparalcancar uma estabilidade maior
do SPH. A posicaa'*! das particulas evolui de maneira tradicional:

X = xt 4 AVt (3.45)

3.4.2 Evitando a ganho de energia

Durante uma simulacdo, as particulas estdo sujetamnargiagotencial gravitacional
(Ep), cinética(Ey) einterna(e), ou seja, controlando o crescimento dessas formas dei@gerg

possivel tornar a simulacao mais estavel. A primeilaciena-se a energia “armazenada” em
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um sistema que pode a qualquer momento ser transformadateniarma de energia por meio
de um trabalho. A segunda € a oriunda de uma velocidadetatesnuma particula. A terceira
energia é a energia resultante da interacao entrepkatie também permanece “armazenada”

no sistema.

Em um sistema de particulas, a energia potencial pode ssidevada como a energia
potencial gravitacional, energia que é resultado dag$ogecavitacionais atuantes no sistema e
definida como:

Ep=[lp[l[h=ml/g] h=mgh (3.46)

ondemé a massa de cada particiy& a norma do vetor gravidadee h € a altura da particula.
A energia cinética é definida como:

1
Be=sml v (3.47)

ondev é a velocidade da particula.
O objetivo €& evitar que a resolucao da EDO envolvida naikigdo nao faca um escalo-

namento “as cegas” da for¢a, aumentando a energia dmsisteortanto, podemos escrever a
energia total do sistema como

Byt +E ™ <Ep+Ef = Elya (3.48)

ou seja, a energia total do sistema diminui (devido a algéfrcas viscosas, atrito, etc.) ou se
mantém. Na verdade, isso pode ser feito para cada particalividualmente:

ELtHESY < Epit B =Bl (3.49)
1
mgh 4 om Vi ? < Bl (3.50)

Neste ponto, vamos utilizar o método de Euler de dois pgss@sa velocidade apresentado na
Secao 3.4.1:
vitt = +Ata—ﬂ + Atfeyti (3.51)

i - i 0 extl :

X = XAt (3.52)

ondef; & a forca agindo na particuiae fext sdo as forgcas externas atuantes. O paranwetro
restrito a 0< a < 1, sera usado para o correto escalonamento do vetor ageata forma que
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(a) Sem limitacao de energia

(b) Com limitacao de energia

Figura 3.4: As figuras mostram diferentes instantes de tesrmgmon mesmos parametros para
a simulacao de um bloco de fluido. Os quadros gerados séde némero 1, 200, 400 e 600.
Nesse cenario, 0os parametros sao adequados e portanitooss dea — 1 e por assim as
simulacdes sao idénticas.

a energia total em uma particula nao extrapole. Substitu8.51 e 3.52 em 3.50:

_ : 1
mig(x ™t —x ) + émeHVEH < Eotalis (3.53)
onde o vetom € transposto de ex’; € a projecao da posic&pda particula na superficie onde

é considerada o “chdo” da cena. A Equacao 3.53 & nademaaa simples equacao de segundo
grau ema que limita o crescimento da energia interna do sistema.|\R&wio-a temos o valor
de a para que nao se crie energia quando 3.51 e 3.52 forem r@aslviNote que a Equacao

3.53 nao leva em conta a energia inteendiscutida mais a frente.

3.4.3 Valores dex

A Equacao 3.53 nada mais &€ do que uma equacao de segiaderga. Sendo uma
equacao desse tipo, e lembrando que os valores de irgetessvariam no intervaldo, 1],
temos as seguintes combinagoes:

e a > 1. Assumimos o valor de = 1 e a simulagcao segue normalmente.

e 0< a <1. Para qualquer passo de tempo maior @Aeo sistema ganha energia.
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e 0 < 0. Nesse cenario, & preciso retroceder no tempo para evganho de energia.
Assumimosx = 0 e o sistema ganha energia.

e 7la. Nesse caso o sistema necessariamente ganha energia.

A equacao de segundo grau nos fornece duas solucddsssexestem. A preferéncia &€ dada
sempre para solugao cujo valor & mais proximo de 1.

3.4.4 Preservando efetivamente energia

Mesmo utilizando o mecanismo anterior, ainda se perde ranéegia durante a simulagao.
Uma razao para esse fendmeno € a intera¢ao entre uti@ifgErcom outras em sua vizinhanca,
aléem da natural perda de energia devido as colisdes cqrarages do dominio. Para que a
energia total do sistema nao se reduza drasticamentetdw@anteracao entre as particulas, a
Equacao 3.53 também é usada para computar a “sobraédgi@de uma particula, transferindo-
a para uma proxima. Isso diminui a taxa de decaimento dgiartetal do sistema fazendo com
que a simulacao tenha aspecto mais realista. A Figura 8sranum instante de uma mesma
simulacao transferindo energia entre particulas e sentransferéncia.

A transferéncia é dada da seguinte maneira: quando aagégde uma particuigpermitir
um valor dea > 1.0 entao houve uma sobra de energia, ou seja, a particubsiader atingido
velocidade e/ou altura maior (ganho de energia potencialraiica). Essa energia restante &
passada integralmente para a proxima particula paralgse enovimente o maximo possivel
na tentativa de fazer com que— 1.

3.4.5 Resultados e vantagens

Os resultados sao mostrados de uma forma qualitativaaadal a estabilidade dos resul-
tados dos quadros intermediarios, e quantitativa, cahcld-se a energia envolvida no sistema
durante a simulagao. As simulac¢des a seguir fazem uXsii (Secao 2.6.5) para suavizar o
problema de interpenetracao de particulas €om0,4. O sistema perde energia por meio de
colisbes com as paredes do recipiente (99% da energiticairtia particula & perdida durante
uma colisao).

Estabilidade e conver@ncia O ponto forte dessa abordagem & a aumentar a robustez do
método, favorecendo a convergéncia por meio da diskipeda energia. A Figura 3.4 mostra
o resultado de duas simula¢des bem sucedidas com paodna&nticos utilizando o método
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(a) Sem limitacao de energia

(b) Com limitacao de energia

Figura 3.5: As figuras mostram diferentes instantes de tengoon mesmos parametros para a
simulacao de um bloco de fluido. Os quadros gerados sae néardero 1, 200, 400 e 600. O
parametran= 1,5 x 102 foi levado a uma condic&o de estresse.

de Euler e Euler de 2 passos. Os parametros para esse packienh = 3,2 x 1073, dt =

4%x10°3 pp=0,m=1,125u =1 ew= 1,2, ondew representa 0 comprimento da caixa
onde o bloco de fluido se encontra. O nimero de particulasstema &€ 400. Podemos ver
pela Figura 3.4 que quando os parametros sao adequad@doies den tendem sempre a ser

iguais a 1 e portanto as simulac¢des ficam idénticas.

A Figura 3.5(a) mostra o resultado da simulacao antefajufa 3.4) levando a massa
m a uma condicao extrema. O valor da massa foi alterado deimaarusca levando a um
crescimento nao natural da energia quando simulado dairadredicional. A Figura 3.5(b)
mostra o resultado quando é realizada a limitacao dagieneA Figura 3.6 ilustra a mesma
idéia levando o parametet a uma variagao brusca. Neste caso, repare que a colura inic
de fluido & convertida numa fina camada. O tamanho do passwmb® tassociado a perda de
energia da colisao é responsavel por esse fendmenoetando o valor dét, a gravidade
gera uma velocidade suficientemente forte para colidir,d& d@racao, as particulas com o
fundo do recipiente. Se o coeficiente de restituicao fgupao (nos testes usamos 1%), iSso

faz com que as particulas “colem” plano ao fundo.
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(a) Sem limitacao de energia

PSP DR X Lot arn s v ﬁ\"-'-'i;\-.'i: bt VA g e atving |

(b) Com limitacao de energia

Figura 3.6: As figuras mostram diferentes instantes de tgmap® a simulagao de um bloco
de fluido. Os quadros gerados sao os de numero 1, 100, 200. €80parametros sao todos
semelhantes. O parametre- 0,02 foi levado a uma condigao de estresse.

Evolucao da energia Como visto nas figuras anteriores, um integrador tempogai@to
como o método de Euler promove, sob determinadas coesligitréscimo de energia ao sis-
tema que posteriormente & convertida em velocidade. Ar&igJ mostra a evolugao da ener-
gia para o cenario ilustrado pela Figura 3.4 (exceto petoero de particulas: 1400). Segundo
ela, os parametros iniciais utilizados sao suficientéenadequados e nao fornecem energia
ao sistema sendo essa a razao dos graficos para amboscoesn&uler e Euler de 2 passos,
apresentarem evolu¢des muito semelhantes ao longo gmiddesse caso, durante boa parte
do tempo de simulagao, incluindo o choque com o fundo dpieste, o valor dex encontrado
€ muito proximo de 1. Durante a outra metade, os valoreagmeecem acima de 0.5, na média.

A Figura 3.8 mostra a evolucao da energia para o casodhispela Figura 3.5 (novamente,
o Unico parametro que difere & o numero de particukd80)L Esse caso em que um parametro
é levado a uma condicao de estresse mostra claramensntdaule excessiva de energia en-
volvida quando utilizado o método de Euler explicito. Aiia 3.9 apresenta o caso ilustrado
pela Figura 3.6. Nesse ultimo exemplo, em que o bloco dedfiddreduzido a uma fina ca-
mada, a energia cinética das particulas & reduzida pamaimadamenté da energia inicial
nos primeiros 100 quadros. Novamente, isso ocorre pelagaaies choques com o fundo do
recipiente, causando perda de energia. A Figura 3.9 mostralacéo da energia cinética e po-
tencial para o caso em que um pequeno bloco de fluido & sdite sma piscina de fluidos. Em
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Figura 3.7: Evolucao da energia cinética (esquerdajtengal (direita) durante um intervalo
de tempo (medido pelos quadros da simulacao) para a sjgwiastrada pela Figura 3.4 (ex-
ceto pelo niumero de particulas: 1400). As condi¢cdesais do problema nao geram energia
durante a simulacao e por isso a curva para ambos os nsétedier e Euler de 2 passos, sao
semelhantes.

todos as figuras € possivel observar o forte decaimentoatgia e a estabilizacao do processo.

Os resultados mostram que, para a técnica tradicionakszionento da energia cinética
total &€ grande, mas nao ilimitado. Em [59] os autores wanifi comportamento semelhante das
particulas quando elas sao submetidas a um regime dotddsistresspositivo significa uma
variacao negativa do volume de particulas o que causetabilidade. O autor justifica que,

nesse caso, as particulas tendem a se agrupar e nao qaasexplosao numerica.

Evolucao dos valores de alfa A Figura 3.11 ilustra a variagcao dos valores dos valores de
no tempo para 0s casos apresentados nas Figura 3.4 e 3.60f@s daa para a Figura 3.11(a)
permanecem proximos de 1 mesmo apds o inicio das celigdpartir dai, algumas particulas
adquirem velocidade muito alta e entao os valoresddiminuem e a média adquire valor
proximo de 05. Quando um pequeno passo de tempo é utilizado, esperamassgralores
médios dea sejam muito proximos de 1 e de fato isso ocorre. Quando mpdEstempo
cresce substancialmente, Figura 3.11(b), esses valongésuim drasticamente na tentativa de
preservar a energia total.

Implementacao A idéia apresentada & simples suficiente para ser fadiériaserida no
em codigos ja existentes de simuladores de fluidos. Outtegradores temporais podem ser
utilizados sem grandes complicacdes para evitar adawide energia no sistema.
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Figura 3.8: Evolucao da energia cinética (esquerdajengal (direita) durante um intervalo de
tempo (medido pelos quadros da simulacao) para a sidlagstrada pela Figura 3.5 (exceto
pelo nUumero de particulas: 1400). O ganho de energiandisgfivo sob essas condicoes.
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Figura 3.9: Evolucao da energia cinética (esquerdajengal (direita) durante um intervalo de
tempo (medido pelos quadros da simulacao) para a sidlagstrada pela Figura 3.6 (exceto
pelo nUumero de particulas: 1400). O ganho de energiandisagivo sob essas condicoes.
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Figura 3.10: Evolugao da energia para cenario diferefag configuracao inicial do sistema.
(b) Resultado da simulagao utilizando método de Eulefieito. (c) Resultado da simulacao
utilizando o método de Euler de 2 passos. (d) e (e) Grafi@vdicao das energias cinética e
potencial para ambos os integradores temporais.
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Figura 3.11: (a) Caso ilustrado pela Figura 3.4. (b) Casirdwlo pela Figura 3.6. Quando o
passo de tempo é suficientemente pequeno, o valor médicdeaior que (6 (a), mostrando
gue pouco precisa ser feito para evitar o ganho de energs. c@atrario, seu valor pode ficar
abaixo de 02.
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Custo computacional Nao ha aumento significativo do custo computacional. Bgsedo
de 2 passos tem como custo extra por iteracao apenas gaephma encontrar raizes de uma
equacao de segundo grau, custo muito baixo comparado peragdes de busca, por exemplo.
Como consequéncia, a complexidade computacional dodo&PH nao se altera.

Independéncia da fun@o nicleo A restricao da energia independe dos tipos de funcao
ndcleo sendo utilizadas. Apenas o resultado final da sg@alaontabiliza para o calculo da
velocidade de posicao.

3.4.6 Desvantagens

A abordagem que envolve a controle da energia total enwlv@ sistema permite que
o sistema convirja mais facilmente. No entanto, novos probk e desvantagens surgem e
precisam ser levados em considera¢ao para o bom usordeatec

integracao numérica O integrador temporal utilizado (Sec¢ao 3.4.1) possuiiopgaso uma
aproximacgao de orde®@(1). Para a computacao grafica, um integrador temporal queuipa
resultados visualmente plausiveis, mesmo de odgly, é suficiente. No entanto, técnicas que
possuem alta ordem de convergéncia sem sacrificar o desbmpao bem-vindas [25]. Essa
€ uma das razdes pela qual o méttep-frog(Secao 4.4.2) € bastante utilizado na literatura
de SPH para animacao por computadote&p-frogpossui ordem de convergéncia quadratica
O(At?) sendo eficiente do ponto de vista do desempenho porque agia@tia forca & realizada
somente uma vez.

Colisao O processo de colisao descrito na Secao 4.3 pode aunzeeatargia total do sis-
tema. Isso ocorre porque o processo de colisdo nao levaesideracao um possivel ganho
de energia potencial para realizar a reflexao do vetor iddde. Assim, a resposta de colisao
deve ter um tratamento especial para lidar com o ganho dgianelm outra solucao € utilizar
métodos de colisao baseado em forgas de interacao sdimites do dominio e nao relaciona-
dos a critérios puramente geomeétricos.

Energia interna A restricao da energia gera problemas ao movimento ddplas. Pri-
meiramente, note que a posi¢ao inicial das particutaggt@nde influéncia no comportamento
do fluido. A Figura 3.12(a) mostra duas particulas em reporem| fora do raio de suporte
dei. Nesse cenario, a energia das particulas se resumeggegmatencial gravitaciondp. Ja as
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Figura 3.12: Possiveis configuracdes iniciais para tersia de particulasA medida que as
particulas se aproximam a energia inteepaumenta e se manifesta na forma de uma forca
agindo sobre elas.

Figuras 3.12(b) a 3.12(d) mostram duas particulas em sep@stado inicial) que tem mutua
influéncia. Nesse novo cenario, alem da energia poteg@aitacional inerente ao sistema,
ainda existe uma energia interna causada pela proximidepadticulas.

O modelo descrito na Secao 3.4 nao leva em conta essaairgegna. Como resultado,
podemos observar um decaimento rapido da energia (a RBguiibustra a diferenca de movi-
mento entre a abordagem tradicional e a apresentada). NmssdicOes o fluido simulado tem
forte aspecto viscoso, mesmo na auséncia de viscosidamgudd, & possivel amenizar esse
problema levando em conta a energia interna do sistema gordaequacgao de conservagao
de energia (Equacao 2.3). Ela pode ser discretizadamantée com as outras equacdes obtendo
o valor da energia interra& para cada particuleem cada instante de tempo acrescentando-a ao
lado direito de 3.53.

O processo de Euler de 2 passos move as particulas de aconda forca aplicada para
sua posicao preocupando-se apenas com o ganho de erwggiaial gravitacional e cinética.
Assim que as particulas se aproximam a energia interna goaentar de tal forma a criar
energia no sistema, levando o sistema a instabilidade.afente, & preciso um tratamento
especial para lidar com 0 aumento da energia interna dertabfgue o ganho pela ela nao
ultrapasse a energia inicial no sistema.
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4 Desenvolvimento

Apesar da simplicidade e rapidez de implementacao do &Rtikles que se aventuram
pelo seu caminho acidentado freqiientemente tropecaransibgdidade aos parametros inici-
ais. Durante a implementacao do método ha uma estramsacio de que existe algo errado
com as simulacdes ja que, ao invés de fluidos, os resdgliadhbram uma explosao. Os mais
insistentes percebem que a técnica € sensivel a eséesghars e que 0 seu ajuste deve ser feito
paulatinamente, nenhuma novidade do ponto de vista daipasgentifica. Em contrapartida,
outros tipos de usuarios gostariam que a técnica fosse nolaiista, permitindo um intervalo
de escolha maior para esses parametros. Os resultadesrd@pans nesta secao fazem uso da
metodologia apresentada na Secao 3.4 para aumentarsiapllo método deixando-a menos
sensivel as condi¢des iniciais.

Este capitulo lida com as questdes de implementacaondgmulador de escoamento de
fluidos baseado no método SPH. Para tanto, ele abrangeetidiacao das equacdes que mode-
lam o comportamento do fluido (Secao 4.1), um algoritmaoesfte para busca espacial (Secao
4.2), deteccao e resposta de colisao (Secao 4.3)catamporal (Secao 4.4) e finalmente os
resultados obtidos (Sec¢ao 4.6).

4.1 Discretiza@o das Equa@es de Navier-Stokes

A discretizacao usada nesse trabalho segue as idéi&9ddricialmente, em prol do de-
sempenho, sao realizadas algumas simplificac0es nag@egiapresentadas na Se¢ao 2.4.1. O
primeiro ponto a ser observado € que a equacao da copaersta massa, Equacao 2.1, & auto-
maticamente satisfeita utilizando-se um método basemdoegticulas que nao cria ou remove
particulas dinamicamente, ou seja, 0 nUmero de pasquérmanece constante e, portanto a
massa do sistema nao varia. Logo essa equacgao pode gaetzomente omitida na simulacao.
Ja na equacao da quantidade de movimento, Equacgdpa?l ser feita uma simplificacao re-
levante. Primeiramente devemos observar que a equagéamdarvacao de momento pode ser
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reescrita da seguinte maneira:

ov 1
E-I—(V-D)v = v V—EDp-i—f (4.1)
p[[))—\t/ = uO%v—0Op+ pf (4.2)

Derivadas do tipoEE))—‘f = dd—‘f + (v-0O)g, sdao chamadaderivada totale possuem significado
fisico importante. Ela mede a taxa de variacao de umarigagrde@ qualquer (no caso das
Equacdes de Navier-Stokes=v) em relacao ao tempo, tern%?, e ao espagco, terme - ) @.

Na simulacao utilizando o SPH, as particulas se moveno jcom o dominio e a velocidade
resultante & calculada dependendo da posicao dayartibessa maneira o termo nao-linear
(v-0)v nao precisa ser calculado e a simulagao requer apenaseyaducao da derivada total

no tempo.

Dessa maneira, para calcular a nova posicéa particula & necessario encontrar sua ve-
locidade. A velocidade para cada particula & dada pelw éadquerdo Equacao 4.2. O lado
direito dessa equacao & o campo densidade de forcdsarndsiagindo sobre uma particula,
fr = u0%v — Op+ pf. Uma vez encontrada a forca resultante, segue que:

dv " fR
)
v O

- I-

ondea é a aceleracao do fluidoreé a posicao da particula. Para cada particula deve ser
calculado o valor déz e ap0s a velocidadee finalmente a nova posicaoResta agora calcular
cada termo forca do lado direito da Equacao 4.2 para ¢rasanresultantéz. A discretizacao

das equacdes sera feitas conforme as Equacgdes 2.18.e 2.

4.1.1 Fun@es nicleo

As fungdes nicleo utilizadas sao [39]:

h>—|r|?)® se0<||r||<h
ooty — =1 Il w3
0 sellr|| > h
15 [ (h—[Ir[})® seO<[r||<h
Wapiky(r,h) = —= 4.4
SplY( ) T[hG{ 0 se||r||>h ( )
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2rth3 0 sel|r|| > h

Wiscosity(r, ") = (4.5)

A funcao nlcledW,o € usada para todas as aproximacoes excetuando a apgarirda
poly6
ressao, que utili2Zdk ik, € da viscosidade, que utili¥®iscosit
pikys %

4.1.2 Forcas devida agao externa

As forcas externas sao as mais simples de serem adicomaadsistema. Em geral tais
forcas sao consideradiscas de campau seja, sao forcas que agem sobre todas as particulas
com mesma intensidade. Nesse caso, nenhuma discretigagdcessaria para o calculo da
forca. Portanto:

fexterna_ g (4.6)

4.1.3 Forcas devida viscosidade

A forca oriunda da viscosidade vem do termd?v. Nesse caso, o campo vetorial que
precisa ser discretizado & dado ptfiv. Assim, para cada particula a forca resultante & dada
por:

fVISCOSIdade [JDZ (rl) IJZI:;_JJ(VJ —Vi)DZW(ri —rj,h)
J

4.1.4 Forcas devida pressio

A forca oriunda da pressao vem do termblp. Nesse caso, 0 campo vetorial que precisa
ser discretizado € dado pdp. Assim, para cada particula, a for¢a resultante & dada po

fipressaoz _ =—u Z —= pJ +pi)EW(ri —rj,h)

O calculo da pressao envolve um procedimento adicional.gEral, ndo sao fornecidas
condic0es iniciais a respeito da pressao em torno degadigula e apenas a densidade. Para
contornar esse problema [10] trata o fluido como um gas iperfgortanto € possivel extrair
uma relagcdo entre a pressao e a densidade em cada lpafEissa relacdo vem da equacao dos
gases perfeitos e & dada por:

p=k(p—po) (4.7)
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ondep é a pressad é a uma constante do g@sa densidade gy uma densidade de referéncia.
Dessa forma & possivel calcular os valores da forca devjgtessao em todas as particulas.

4.1.5 Energiainterna

A evolucao da energia interr@é utilizada nesse trabalho para evitar o crescimento da
velocidade além das expectativas. Para isso a Equa8ad discretizada da seguinte forma
[30]:

el —ij%(w Vi)W + A
ot 24 PiP] 2pi
+ Eyxiéyxi t+ Eyyiéyyi t Eyzifyzi +

ExxiExxi 1 ExyiExyi T Exziéxzi +

+  ExxiEaxi + EzyiEayi + E22iE27i ), (4.8)

ondeeg € a energia interna&,g, a,B € {Xx,y,z}, & dado por:

m OWj m; oW 2 — m
Eap =y p_jj(vﬁ’j _Vﬁmd—;-i_ Zp—;(VQJ —vo,J)ﬁ—BIJ - §(Z p—j](Vj —vi) - OW;)87F (4.9)
] ] ]

ondev; = (Vyi, Wi, Vzi) = (Vx, W, Vz)i €

50,[3_{ 1 sea=p

0 caso contrario

A resolucao de 4.8 pode ser feita por qualquer um dos ifoadits métodos de integracao
numérica. Nessa dissertacao, Euler explicito ézaiio.

4.1.6 Parficulas da superfcie e normais

Podemos estimar as particulas que estao na superfisiel @mo suas normais, utilizando
um campo de coc (color field) que vale 1 na posicao da particula e 0 em todo resto [39]. A
aproximacao de em uma particulaé dada por:

1
=) m—W; (4.10)
Z j D j
O gradiente da funcao cor gera as normais na superficie:

1
nj =g =~ ijP_jDWj (4.11)
J
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Figura 4.1: Uma grade cobrindo o dominio do fluido. A busdageizinhos de uma particula
pi (azul na figura) pode ser realizada facilmente encontrarmdoocn B que a particula pertence
e iterando pelos blocos que compartilham um vértice gmnm) (regido azul-claro).

Uma particula & considerada de superficie se a magnitude do seu vetarahexcede um
limite predeterminado.

4.2 Busca espacial

Uma das operacOes mais repetidas durante a simulafaando o método SPH € a busca
pelas particulas mais proximas de acordo com o suporterg@d niclexh. Se esse suporte
nao é transiente, a busca pode ser melhorada se uma gyatie te espacamenkbrecobrindo
todo o dominio for utilizada. A Figura 4.1 ilustra a estratu Cada blocd na estrutura é
indexado por meio de tuplgsn,n) (2D) ou (m,n,0) (3D). A complexidade de busca a essa
estrutura ®(kN), ondeN & o nimero de particulas envolvidas na simulagéo eGmero médio
de particulas por bloco. Uma estrutura de dados eficiefibedamental para a implementacao
de um simulador interativo de fluidos ou mesmo em tempo-real.

4.3 Detec@o e resposta de coléo

As forgas externas podem também ser aplicadas indivitkrgte nas particulas devido a
colisao com outros corpos ou por meio de interacao conuarics Nesse Ultimo caso, a forca
é aplicada diretamente na particula ou no conjunto décpéas selecionado. No primeiro caso,
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Figura 4.2: Colisao de uma particula com um plano. No mamem que a particula tenta
penetrar no plano com velocidaug ela & refletida de acordo com a normal a superficee
adquire uma nova velocidadgsg.

a colisao manipula diretamente a velocidade ao invés a.f@uando ocorre a colisao entre
particula e objeto, a velocidade da particula & simpéegenrefletida de acordo com a normal
a superficie de colisao. Isso faz com que a particutauifiapasse os limites do objeto. A
Figura 4.2 ilustra isso. Uma particula com velocidagieenta penetrar em uma superficie e sua
velocidade é refletida de maneira que agora ela tende astarada objeto com velocidadsg.

A colisao pode ou nao ser perfeitamente elastica e é plada

Vp =Va+2A(Va-n)n (4.12)

ondeA € [0,1] representa o coeficiente de restituicao das superféciesontato. S =1
entao a colisao é perfeitamente elastica e a velocidea#ém sua magnitude.

4.4 Avanco temporal

A sec¢ao anterior descreve o céalculo das for¢cas envadvean cada particula no processo
de simulagao numérica. O probximo passo é realizar o@véemporal, ou seja, encontrar a
proxima posicao das particulas dada uma condi¢c@&tiniAs equacdes de movimento a uma
particula de massaposicionada em, velocidader = e aceleragaa = Vv =i estao na forma
da segunda Lei de Newton. A equacao abaixo & uma EDO dedagudem:

f = mi (4.13)

A fim de encontrar, a nova posicao a particula, & necessario resolvarE30 de segunda
ordem. Contudo & possivel transformar esta equacaeglenda ordem em uma equacao de
primeira ordem, adquirindo as vantagens dos métodos dkigd® de equacdes diferenciais de
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primeira ordem. Ademais, o problema € escrito da seguiatesima:
r=v,

v="f/m

As equac0des acima ainda podem ser reescritas da segurimi f

Lo

O vetorS(t) = [r v]' & chamado dstate vectar O sistema de equagdes diferenciais sera

das d | r r v
RN AN

A simulacao fisica & questao de atualizatate vectodo sistema.

(4.14)

entao:

Para realizar a atualizacao das particulas &€ necesdgum método a integracao tempo-
ral. Textos de analise numérica possuem descricathdeaa respeito dos diversos métodos
existentes [5, 48]. Nesse projeto, foram implementadosgaistes métodos: Euler, Euler
modificado, Runge-Kutta de quarta ordem, Ponto médiéae-frog Desses algoritmos, vale a
pena destacar o métotkap-frog muito utilizado na literatura de animacao por computado

4.4.1 Meétodo de integra@o de Euler

O método de Euler é talvez o mais simples dos métodos dgragao. Sua baixa ordem
de convergénciaQj(At)) o torna inviavel do ponto de vista pratico a simulacdestificas,
contudo, sua simplicidade faz dele uma excelente ferraardidética em cursos como analise
numeérica aléem de ser adequado a animacao por comput@daranco temporal utilizando o
método de Euler modificado & dado por:

Vit = VAt (4.16)
Xt = x4 At (4.17)

Nessa dissertacao, esse método serviu como base a caddegemporal mostrado na
Sec¢ao 3.4.1.
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Figura 4.3: O métodteap-frogutiliza a velocidade no temp&% a calcular a posicao erf.
4.4.2 Meétodo de integra@o Leap-frog

O leap-frog[12] &€ um integrador temporal atraente por algumas razibeglementacao
simples e rapida (tao simples como o método de Eulersyasdem de convergéno@At?),
ondeAt & o avanco temporal; realiza apenas uma avaliacio daffaro tempat; baixo custo
de armazenamento em memoria principal quando compara@bcalos de alta ordem.

A Figura 4.3 ilustra o comportamento do método. Sabendaiffue %At) = ut*2, a velo-
cidade é calculado no tempET% e a posicao da particula edi™:

Wz — iz At (4.18)
XL — XAt (4.19)

A velocidade no tempbé dada por uma média das velocidades anteriormente:

V= (VT vt2) (4.20)

Para ser iniciado, teap-frogexige que a velocidade exista no tempTJ% por conta da
forma como ele faz o avanco temporal. Essa velocidade pdadimente obtida usando o
método de Euler para retroceder no tempo.

4.5 Interface com uswrio

Para facilitar o processo de criagao de animacodes ctatipnais de escoamento de fluidos,
uma interface para softwarelivre Blender 3Dfoi desenvolvida (Figura 4.4). Essa interface
deixa a técnica mais atraente de forma que os usuariostierddide para experimenta-la. Alem
disso, o desenvolvedor se beneficia para agilizar a deputestes do codigo. Blender 3D
foi escolhido para servir como plataforma para criac@sdénterface por algumas razdes: € um
softwaremuito maduro para criacao, animacao e pos-prodym@ssui uma API erPythonque
permite uma integragao facil com outros codigos; gomio, & umsoftwarelivre. Os passoas
para se utilizar @lugindesenvolvido se resumem a:
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Figura 4.4: A figura acima ilustra um exemplo de utilizacgiointerface desenvolvida para o
Blender 3D A interface desenvolvida esta a direita na figura acima.

1. Escolha dos parametros de simulac¢ao por meio dogbdtinterfacegfavity, viscosity

smooth kerngletc);
2. Escolha do objeto que representa o dominio (clicand®emain);
3. Escolha do objeto que representa o fluid (clicandd-&nd);
4. Simulate gera cada etapa da simulagao;

5. Rendeygera as imagens criadas na etapa anterior.

Utilizando-se dBlender 30 o resultado final fica com aspecto muito mais profissionalsta
(Ver Figura 4.9 e Figura 4.10). Além dissoBtender 3Dpermite que as simulacdes sejam
integradas com a cena corrente, tornando ainda mais faoiaesso de criacao interativa.

4.6 Resultados

Os resultados das simulagdes obtidos podem ser divididatois tiposoff-linee em taxas
interativas. Os quadros geradol-line utilizam ferramentas auxiliares para visualizagao do
codigo como dlender 33, POV-Ray e o método MPU (Secao 2.7.2). Os quadros gerados em

LEndereco eletrdnicdittp:://www.blender3d.org
2Endereco eletrdnicdittp:://www.povray.org/
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Figura 4.5: Sequencia de imagem que mostra o preenchirdentm tanque com particulas.

Figura 4.6: Sequencia de imagem que mostra 0 movimentoido #mn um copo.

taxas interativas foram implementados em Opeh@ilizando omarching cube$28] (Secao
2.7.1).

As Figuras 4.5 e 4.6 ilustram uma seqiiéncia de imagensthasias simulacao realizada
utilizando o método SPH. Em ambas, nenhum método & usaglresentacdo da superficie,
portanto as particulas podem ser observadas nas figuré&sn dikso, nao & feito nenhuma
restricao quanto ao ganho de energia, caracterizanglenectl tradicional do SPH. Essas ima-
gens foram obtidas comBlender 3D

A Figura 4.8 mostra o resultado de um bloco de agua imersorerambiente natural. A
superficie foi gerada pelo MPU e o quadro produzido By/-Raye utilizando a restricao da
energia mostrada anteriormente. Utilizando o tracadaiagtes, o corpo do fluido ganha um

3Endereco eletrdnicdittp://www.opengl.org/

1y

Figura 4.7: Quadros gerado de um bloco viscoso que cai somaesuperficie de marmore.
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Figura 4.8: Quadro gerado de um bloco de agua num ambientaha

aspecto mais realista, incorporando-se a cena. A Figdreeth 0 mesmo objetivo. Podemos
ver pequena sequéncia de imagens de uma massa viscada $ealime a mesa de uma cozinha.
Novamente, o tracador de raios da a cena um toque de reatjgsfaz com que o usuario
fique imerso na cena. Nessas figuras apresentadas, cada deadirava em média 268 ser
gerado.

Ao contrario dos resultados anteriores, as animacogdasbutilizandomarching cubes
sao gerados mais rapidamente, o que permite acompamma-daxas interativas. Os quadros
da Figura 4.11 mostram um bloco de fluido que teve sua soEegéerada com @penGL A
baixa resolucao da grade inicial somado a auséncisagador de raios (a criacao de sombras
e transparéncias) cria uma superficie com aspecto meabista. As Figuras 4.9 e 4.10 foram
geradas usando-se a interface desenvolvida em conjunt@ &lender 3 utilizando como
poligonalizador da superficie foi feita comMarching CubesCom um pouco de habilidade no
Blender, & possivel criar animac0des realistas e de grapdlo visual.

4.6.1 LimitacOes

A primeira grande limitacao da técnica € a perda de ésmekfesmo utilizando os mecanis-
mos apresentados na Sec¢ao 3.4, o aspecto do fluido & s@isw@ido que realmente deveria ser.
Se levada em conta a energia interna do fluido a qualidaderddagiao aumenta, no entanto
um novo problema surge. Em funcao da desordem das gdagjeuenergia interna pode crescer
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Figura 4.9: A sequéncia de imagens mostra a queda de etee&vh um recipiente invisivel.
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Figura 4.10: Imagem final da seqiiéncia de chocolate gexaB&ender 3D

de tal forma a superar a energia total do sistema. Uma mdssiicao limitar o crescimento
de energia interna realizando um truncamento em um valgmnegpermitido. Outra solucao
é incluir a energia interna no lado esquerdo da Equagg® @que levaria a um sistema nao

linear nas variaveis;.

il

Figura 4.11: O bloco inicial de fluido (esquerda) sofre umgdadhorizontal no sentido da
esquerda para a direita. Os quadros seguintes mostranoas;fes intermediarias do fluido.
A grade de pontos utilizada tem dimensdes4&D x 40.

Podemos destacar aqui uma grande vantagematohing cubegjue permite a criacao de
animacoes: boa coeréncia entre quadros. A coeréncma@madros & um fator importante, pois
ela nao cria ou remove partes das superficies de manesadyruma das desvantagens no uso
do MPU. Como explicado anteriormente, o0 MPU exige que osgsos¢jam equipados com
normais consistentgsontrariamente amarching cubes Essas normais sao aproximadas pelo
SPH utilizando a Equacao 4.11 e como resultado elas ngsupm forte consisténcia. Alem
disso, pontos do interior do fluido podem ser consideradssperficie se a magnitude do vetor
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Figura 4.12: As imagens acima mostram a falta de coerémtie qguadros consecutivos. A
forma da superficie implicita muda drasticamente crama removendo partes do objeto.

normal no seu interior ultrapassar o limiar especificado obtras palavras, o MPU nao fornece
uma seqiiéncia de imagens adequada para animacao. ra Bid2 ilustra esse fato onde dois
guadros consecutivos possuem caracteristicas bemrdésradevido a funcao implicita gerada.
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5 Conclusio

Animac0Oes auxiliadas por computador se tornaram fundeahem diversas aplicacoes,
desde jogos eletrbnicos e entretenimento digital atérgia virtual e simuladores de fobias,
passando inclusive pela bilionaria indUstria de cinerNasse ponto, 0 sentimento daqueles
que tentam simular em computador fendbmenos naturais éela gatureza brinca e os desafia,
sempre deixando uma incognita no ar, como a solucaoti@agbara as equacdes de Navier-
Stokes. Muitos aceitaram o desafio e trabalham dia e noigegraver uma representacao cada
vez mais fiel desses fendmenos. Nesse sentido, esta agfsevisa ser uma introducao a area
de fluidos em computacao grafica, em especial uma técaidzecida com&moothed Particles
Hydrodynamicsapontando uma de suas deficiéncias e uma possivelasolU€Ste capitulo
encerra a presente disserta¢cao com as conclusoes dthtrabalizado além de destacar pontos
que carecem de especial atencao.

5.1 Computaco grafica e SPH

Na literatura de animagao por computador, trés tiposhdedagens modelam o problema
de fluidos: euleriana, lagrangeana e mista. As abordagdesamas, ja bastante estudadas
e presentes em ferramentas proprietarias como AutodegiNa mesmo ensoftwarelivre
como oBlender 30 produzem resultados surpreendentes a ponto de muitas e@zeindir o
gue é real com o criado computacionalmente. Abordagemsianas-lagrangeanas com ma-
Ihas comecam a ter maior expressividade em computagdicayf15, 14, 26] com trabalhos
cujo realismo prende a atencao do observador. O uso ddagens lagrangeanas sem malha
tem recebido especial atencao nos tltimos anos para sspieficiéncias dos métodos basea-
dos em malhas. Apesar do realismo proporcionado aindaerammpativel com as técnicas
tradicionais [14], os recentes avancos movem na dirdgadiminuir a distancia de qualidade
entre ambos [1, 33].

Dentre as técnicas lagrangeanas livre de malhas, o SPHetenostrado promissor e re-

'Endereco eletrdnicdittp: //wwwautodeskcom
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cebido muito investimento da comunidade cientifica. Umadiiculdades em se utilizar o
SPH com métodos explicitos de integracao € a quargidagarametros a serem configurados
(numa simulagao tradicional temos: suporte compatianassan, densidade de repougpg,
viscosidadeu, alem da escolha das funcdes nudépposicionamento inicial das particulas e
por fim 0 passo de tempht) e a sensibilidade as condi¢des iniciais. O passo dedénpre-
cisa obedecer a determinadas condi¢Oes para que a shoskgja estavel, chamadas condi¢cdes
CFL. Na literatura, existe uma definicao para as coreigOFL adaptada ao SPH e que traz
bons resultados ao preco de usar passos de tempo variagies @ificulta a sincronizacao de
quadros) e com pequenos passos de tempo que se aplicanmamfente a todas as particulas.

Nesse sentido, o presente trabalho apresentou uma sdunggles, ja aplicada em outros
contextos, para simulacao de fluidos baseada em padic@riunda da lei de conservacao
de energia, a idéia é restringir o ganho arbitrario degaeinética e potencial por conta da
integracao numérica. O sistema nao deve ganhar enengjaanto ele a perde de duas for-
mas: colisdes com a fronteira ou interacao entre ascpdat. Os resultados mostram que a
evolucao da energia & efetivamente controlada, residtam um algoritmo menos suscetivel
as condig¢des iniciais. Por outro lado, dessa forma agpéedenergia & valorizada e o fluido
ganha um aspecto mais viscoso, mesmo ha auséncia de gad®siPara contornar esse pro-
blema, a equagcao da energia presente na equacao da-Stoke & usada para controlar a
energia interna do sistema. Novamente, esse ganho poddseremente elevado, portanto
deve ser limitado de maneira que a soma das energias napagse o valor inicial.

5.2 Trabalhos futuros

Apesar de fornecer boas imagens, as superficies geraldaMpée) tém uma deficiéncia
devido a qualidade das normais. Em um mesmo quadro, as isapraximadas podem causar
a oscilagcao das aproximacoes, criando superficiés imagulares. Para a coeréncia entre qua-
dros, uma possivel melhoria para o processo de animagaoagem é interpolar as normais
referentes a mesma particula nos diferentes instantesmg® e utilizar o valor interpolado em
cada quadro, fazendo-a variar de maneira mais suave.

Outro ponto de melhoria & uma formulacao da equacaesteigao de energia (Equacao
3.53) que envolva a energia interna. Fazendo isso, o aspedhlaido tende a ser mais realista
sem a necessidade de criar novos limites, como feito atmédm€ontudo, simplesmente in-
serindo a Equacao da energia interna 3.53, um sisteméngw € criado nas incognitas,
aumentando a robustez do método ao custo da solucacteimaibnear.
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Outro aspecto nao abordado nessa dissertacao e que rteninftuéncia na estabilidade
do método & o tamanho do suporte compadio O crescimento do suporte compacto tende a
suavizar a solucao das EDPs, o que evita “explosdes’enioas. As fungdes nlcleos também
podem ser consideradas para aumentar a estabilidade ddanét

Por fim, fica ainda o desafio da criacdo de um algoritmo inicimthlmente estavel utili-

zando o SPH para simulagao de escoamento fluidos.
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APENDICE A - Delta de Dirac

A funcao delta de Dirac é denotada @dKx) e definida como:

0 sex<—$
— 1| 1 £ £
6() =lim ¢ & se—5<x<3 (A.1)
0 sex>$

A.1 Propriedades

Calculando a sua integral no intervdleco, +):

NI™m

/ :ma(x)dx _ / o+ / i S(x)dx+ / " 5(x)dx

= 0+ 2£5(x)dx+0
-2
— im [? Lax
e—=0J_E &
2
-1

Suponhaf (x) uma funcéo de clas$g’. Integrandof (x)(X):

NIt

/Hof(x)c‘i(x)dx _ / f(x)6(x)dx+/if(x)6(x)dx+/:oof(x)6(x)dx

_ o+/2€ £(X)3(x)dx+0

2

— f(0) (A-2)
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Novamente, suponhiyx) uma funcao de clas€&’. Integrandof (x)&(x— Xp):

400
/.

f(x)d(x—Xp)dx

+o00
/ f(u+x9)d(u)du assumindo qua =X—Xg

Nl

/zf(u+xo du+ f(u+xp)d(u)du+

I\Jlm

-1—/:00 f(u+x0)d(u)du

f(xo) (A.3)
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